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前 言 


数学 是 一 门 古老 而 常 新 的 基础 学 科 。 儿 千年 来 ， 数 学 经 过 漫 
长 的 发 展 ， 己 从 初等 数学 、 变 量 数学 发 展 到 现代 数学 。 特 别 是 近 
儿 百 年 来 , 随 着 科学 技术 的 迅速 发 展 .数学 也 朝气 莲 寺 地 发 展 着 ， 
表现 峙 旺盛 的 生命 力 。19 共 纪 初 产生 了 非 欧 几何 、 群 论 等 学 科 ， 
慰 志 者 现代 数学 的 狂 生 ， 随 后 又 产生 了 集合 论 、 拓 扑 学 、 朱 和 象 代 
数 、 数 理 逻 辑 等 许多 新 学 科 ，20 世 纪 又 发 展 运筹 学 、 控 制 论 、 信 
意 论 、 系 统 论 等 新 学 科 , 尤 其 是 电子 计算 机 的 出 现 ， 是 数学 史上 的 
大 事 ， 它 已 显示 并 将 会 极 大 地 推动 数学 的 发 展 。 数 学 与 其 他 领域 
相互 渗透 又 出 现 许多 边缘 学 科 与 交叉 学 科 ， 形 成 一 门 系统 庞大 、 
分 支 众 多 的 现代 数学 ， 

数学 是 认识 世界 和 改造 世界 的 有 力 武 器 。 它 是 掌握 科学 技术 
的 一 把 钥匙， 历次 产业 革命 的 主体 技术 都 与 数学 的 新 理论 和 新 方 
法 有 密切 关系 ， 显 示 了 数学 理论 转化 为 生产 力 的 巨大 功能 ， 它 是 
现代 社会 经 济 管理 的 有 效 工具 ， 现 代 社 会 经 济 符 理 和 要求 精确 化 ， 
科学 化 ,这 就 必须 运用 数学 ， 数 学 还 具有 教育 功能 ,学 习 数 学 能 角 
烘 人 的 抽象 思维 能 力 ,、 逐 辑 推理 能 力 和 辩证 思维 能 力 , 它 是 人 们 的 
“智力 的 体操 "， 这 对 自然 科学 和 社会 科学 的 研究 是 必要 的 训练 。 
随 兰 各 门 科学 数学 化 的 发 展 趋势 ， 数 学 更 加 成 为 每 个 现代 受 教育 
者 不可 缺少 的 文化 素养 。 加 强 数学 教育 ， 用 现代 数学 知识 武装 人 
们 头脑 , 这 对 于 开发 智力 ,提高 我 国民 族 的 科学 水 平和 思维 能 力 ， 
紧 紧 眼 上 现代 科学 与 高 技术 前 进步 伐 ， 对 促进 社会 主义 建设 ， 具 
有 重大 意义 ， 近 几 年 来 为 适应 教学 特别 是 自然 兰 证 法 专业 研究 生 
方面 的 教学 需要 ， 开 展 了 现代 数学 思想 .数学 哲学 , 炒 学 与 社会 发 
展 的 专题 研究 ， 这 就 是 为 什么 写 《 现 代数 学 思想 娄 论 ) 的 原因 . 

本 书 芙 彻 著 数学 史 与 数学 知识 相 结 合 ， 数 学 与 开学 人 相 结 合 ， 


数学 与 社会 相 结 合 的 精神 ， 作 者 方 图 运用 辨证 唯物 主义 观点 研 吕 
现代 数学 的 一 些 重要 学 科 的 数学 思想 ， 它 的 来 源 和 和 发展、 从 而 直 
定 哲 学 内 容 ， 共 有 一 定 的 学 术 理 论 意义 ;运用 历史 惟 物 主义 与 科 
学 社会 学 观点 研究 现代 数学 与 社会 发 展 的 相互 作用 的 关系 ， 书 使 
人 们 重视 数学 教育 ， 推 动 社会 主义 建设 ， 具 有 实际 意义 。 本 书 内 
容 包括 以 下 才 个 方面 :〈1) 数学 的 研究 对 象 . 基 本 内 容 和 意义 , 数 
学 发 展 史 简 述 (第 一 、 二 营 ); (2) 现代 数学 的 各 个 学 科 的 主要 
成 就 ， 它 的 主要 数学 思想 ， 忆 及 它 的 应 用 【第 三 一 十 四 音 ): (3) 
数学 基础 和 数学 才学 《第 十 五 全 );: 《4) 现代 数学 与 社会 发 形 的 
相互 关系 ， 数 学 与 社会 科学 (第 十 六 、 十 七 章 ); (5) 现代 数学 的 
特点 和 发 展 赵 势 ( 第 十 八 章 )。 此 人 外, 还 特 请 梅 智 起 同志 编写 第 八 . 
九 、 十 二 章 。 全 书 主要 由 孔 慧 英 周 志 编写 并 负责 统 稿 定稿 。 

由 于 本 书 范 围 较 广 ， 体 系 较 完整 ， 思想 观点 较 新 关 ， 而 个 人 
水 平 却 有 限 ， 缺 乏 经 验 ， 许 多 是 新 的 研究 课题 ， 所 以 ， 书 中 可 能 
存在 缺点 和 和 问题， 欢迎 同志 们 批评 指正 ， 以 便 进 一 步 研 究 和 人 收 
改 。 

本 书 是 在 兵 义 生 教 授 建 议 下 写成 的 ， 写 作 过 程 中 曾 得 到 他 和 
教研 室 同 志 的 支持 和 攻 助 ， 间 此 深 表 谢意 ， 

本 书 的 有 关 章 节 曾 分 别 得 到 冯 绪 宁 教 授 、 李 堵 信 教授 、 东 瑞 
麟 教授 、 录 入 齐 副 数 授 、 张 锦 文 教授 ， 张 维 强 副 教授 、 徐 广 善 教 
授 、 吉 向 东 副 教授 和 陶 波 教授 的 精心 审阅 和 指点 ， 特 向 他 们 致 以 
点 心 的 谢意 。 

本 书 在 写作 过 程 中 曾 参 考 和 引用 了 许多 出 版 物 的 不 少 论点 和 
资料 ， 除 书 末 列 有 少数 主要 参考 文献 外 ， 其 余 吓 不 一 一 列举 ,在 
此 问 有 基 作 者 和 出 版 社 一 并 表示 感谢 和 火 意 。 


孔 想 英 ” 梅 智 址 
1991 年 11 月 于 北京 
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数学 是 人 类 文明 的 一 个 重要 组 成 部 分 。 数 学 是 和 名门 科 学 赖 以 
精确 化 的 工具 和 理论 基础 ， 是 思 往 启蒙 和 思维 训练 的 必修 诉 往 。 
数学 又 是 各 种 哲学 思想 驰 聘 和 交锋 的 逐鹿 之 则 。 数 学 不 充 是 数学 
家 的 事 ， 而 民族 的 素质 、 国 家 的 兴 语 都 和 数学 水 平 的 提高 密切 相 
关 。 本 书 的 出 版 是 一 件 大 好 事 。 希 弃 它 能 为 推动 各 行 各 业 的 朋 
友 ， 特 别 是 领导 工作 者 和 社会 科学 工作 者 ， 都 来 学 习 数 学 、 掌 握 
数学 和 运用 数学 ， 从 而 更 好 地 为 社会 主义 建设 服务 渴 尽 自己 的 一 
点 力 昌 ， 

在 国内 ， 有 关 数 学 的 教科 书 已 经 很 多 ， 人 忧 秀 的 专著 不 断 问 
志 ， 涉 及 某 个 分 支 或 基 个 具体 问题 的 科普 著作 也 陆续 出 版 。 但 
是 ， 全 面 介绍 各 数学 分 支 的 综合 性 落 作 尚 难 见 到 ， 运 用 哲学 和 日 
然 状 证 法 的 基本 原理 来 探讨 数学 思想 的 论著 歼 其 准 见 ， 而 这 正 契 
本 书 景 让 发 的 两 个 特点 .数学 是 一 门 高 度 抽 和 儿 的 科学 , 它 像 一 座 爹 
字 琅 ， 从 下 向 上 望 去 ， 塔 顶 似 在 云雾 之 中 ， 不 经 过 一 级 一 级 的 艰 
难 攀 登 ， 难 以 罕见 载 顶 的 真实 面貌 。 在 许多 学 科 中 ， 某 些 最 新 成 
就 只 需 用 几 句 话 就 可 向 外 行 讲 清楚 。 而 在 数学 中 ， 这 和 神情 况 只 是 
例外 ， 陋 行 如 隔山 的 现象 在 数学 中 最 为 明星。 也 许 没 有 一 个 数学 
家 愿意 耗 用 自己 的 宝贵 时 间 去 写 这 样 一 本 可 能 是 吃力 不 讨好 的 
书 。 如 今 由 哲学 工作 者 来 做 这 件 事 . 其 难度 是 可 想 而 知 的 。 鉴 于 
这 一 点 ， 本 书 存 在 的 种 种 不 足 之 处 也 就 可 以 理解 了 。 更 何况 从 示 
学 和 自然 给 证 法 的 种 度 看 ， 这 还 是 一 项 以 数学 思想 为 对 象 的 研究 
工作 。 路 总 是 要 有 人 人 先 走 一 步 的 。 但 愿 这 一 步 能 取得 较 好 的 丝 
果 ， 为 以 后 能 跨 出 更 好 更 坚实 的 步子 积累 有 益 的 经 验 。 


陆 汝 铃 
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第 一 章 绪 论 


数学 是 古老 而 常 新 的 基础 科学 ， 至 今 它 还 在 户 气 莲 孝 地 发 展 
着 ， 表 现 出 旺盛 的 生命 万 。 人 们 认识 夫 界 和 改造 监 界 都 要 运用 数 
掌 ， 覆 学 吓人 掌握 科学 技术 的 一 把 钥匙， 是 现代 科学 技术 发 展 的 有 
力 工 具 。 现 代 科 学 技术 发 展 的 一 个 重要 趋势 就 是 各 门 科学 的 数学 
化 ， 数 学 对 于 科学 技术 的 发 展 起 善 极其 重要 的 作用 。 数 学 还 广泛 
蝶 淆 透 到 社会 生产 和 社会 管理 的 各 个 领域， 促进 社会 经 济 发 展 ， 
对 人 类 文明 种 社会 进步 也 有 其 重要 的 作用 . 


一 ， 数 学 的 研究 对 和 


世界 上 的 万 事 万 物 郁 包含 质 和 有 明 这 两 个 方面 。 人 们 在 实践 中 
要 精 凯 地 认识 事物 ， 艇 到 痪 中 有 数 ， 就 要 认识 事物 的 质 和 量 的 变 
化 规律 。 

“ 基 "贯穿 于 一 切 领 万 之 内 ， 因 此 数学 的 度 用 也 涂 透 到 一 切 科 
学 领域 之 中 。 凡 是 研究 量 、 量 的 关系 ， 量 的 变化 、 晤 的 关系 的 变 
化 、 量 的 变化 的 关系 的 时 使 ， 就 少不了 数学 。 量 的 变化 中 还 有 恋 
做 ， 而 这 种 变化 一 般 也 是 用 晤 米 肇 划 的 。 量 与 量 之 间 有 各 种 各 样 
的 关系 ， 各 种 各 样 不 同 的 关系 之 间 还 可 能 有 关系 。 各 种 各 样 的 关 
系 中 还 有 主 从 之 分 ， 可 以 从 一 些 关系 推 时 出 另 一 些 关系 。 所 以 数 
学 还 研究 变化 的 次 化 、 关 系 的 关系 、 共 性 的 共性 . 不 断 深 化 ， 向 
前 发 展 . 

事物 的 量 ， 是 指 它 们 的 数量 关系 和 空间 形式 的 特征 和 变化 ， 
恩格斯 说 ， 纯 数学 的 对 象 是 现实 世界 的 空间 形式 和 数量 关 系 ." 合 
数 和 和 形 这 两 个 基本 概念 ， 是 人 们 道 过 长 期 实 跷 活动 ， 从 现实 世界 


项 “马克 天 思 格 斯 选集 x+， 天 民 出 版 社 ，1972 年 版 ， 第 3 郑 第 条 页 。 
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中 朱 象 、 冉 括 出 来 的 ， 并 且 在 运用 过 程 中 又 回 到 实践 中 。 

“ 数 " 是 各 种 各 样 事物 不 同 量 的 共性 。 最 初 人 们 在 实 跷 中 常 把 
耳 休 、 了 眼睛 和 ”2 "联系 在 一 起 ， 我 国 的 * 2 * 和 “ 耳 " 同 音 ，“ 5 "和 
“ 手 * 是 同义词 。 随 着 生产 和 科学 的 发 展 ， 人 们 不 断 扩 天 数 的 领 
域 ， 逐 浙 合 讲 具体 事物 ， 才 鬼 括 出 抽象 的 数 的 概念 ， 人 们 最 早 运 
用 的 是 正 整数 币 上 月 然 数 ， 1 、2 .3 、 4 、8 ,通过 这 些 数 才能 
比较 出 各 种 事物 的 县 的 天 小 ， 姑 的 变化 ， 人 们 在 实践 中 逐渐 学 会 
计算 物体 的 大 小 。 后 来 逐步 引进 人 分数、 小数、 负数、 无 理 数 等 概 
念 而 形成 了 实数 系统 ， 引 进 虚 数 概 念 而 形成 了 复数 系统 ， 近 世代 
数 中 又 引进 与 通常 的 数 很 不 相同 的 景 而 构成 各 种 代数 系统， 如 
群 、 环 、 域 等 等 ， 这 些 代数 系统 的 元 素 己 失去 * 量 "的 本 来意 义 ， 
恒 相 互 之 癌 却 能 进行 与 数 相关 和 似 的 运算 ， 因 丽 可 看 作 是 数 的 扩 
张 。 此 外 ， 在 集合 论 中 ， 人 们 还 引进 所 谓 * 超 限 数 "而 将 数 的 概念 
从 有 限 推广 到 了 了 无限 。 

“ 形 " 是 各 种 物体 存在 的 稻 体 与 外 这 ,人 们 在 实践 活动 中 ,首先 
注意 到 物体 的 太 ，、 小 、 方 、 圆 等 形状 ， 人 们 常 把 贺 间 日 、 另 、 车 
轮 联系 在 一 起 ， 把 方 同一 块 方 石 、 呈 地 联系 在 一 起 ， 把 直线 同 抓 
紧 的 绳子 、 直 的 箭 联 系 在 一 起 。 随 着 生产 前 发 展 ， 不 断 地 把 形 的 
概念 抽象 化 ， 才 形成 了 抽象 的 点 、 线 、 面 概念 。 并 在 实 跌 中 总 结 
出 计算 物体 的 长 座 、 面 积 、 体 积 等 的 方法 。 研 究 图 形 的 质量 性 质 
《长度 、 角 放 、 面 积 、 体 积 等 ), 而 形成 了 欧 几 里 得 空间 的 概念 ; 
研究 狠 形 的 透视 性 质 而 发 展 出 身影 空间 的 和 概念， 研究 图 形 的 连续 
性 质 又 形成 了 拓扑 空间 的 概念 。 空 间 观 念 还 洪 着 其 它 方 向 扩张 
着 ， 人 人 和 们 不 仅 研 究 道 常 的 二 维和 三 维 空 间 ， 而 且 考 虑 多 维 芒 至 无 
穷 维 空间 ; 不 仅 研 究 平 直 的 欧 几 里 得 空间 ,而 且 考 卉 各 种 “弯曲 * 
的 * 非 欧 空 间 "。 现 代数 学 已 将 越 来 越 多 形形色色 的 "空间 "和 它们 
的 几何 包括 到 所 研究 的 对 象 中 来 .所 以 ,数学 是 以 数 与 形 的 性 质 ， 
变化 和 它们 的 关系 作为 研究 对 象 ， 探 索 它 们 的 有 关 的 规律 ， 给 出 
对 象 性 质 的 系统 分 析 和 描述 ， 在 这 个 基础 上 分 析 实 际 问题 ， 给 出 
具体 的 解 管 。 


煞 和 影 两 个 基本 慨 念 是 整个 狐 特 的 两 大 柱石 ， 整 个 数学 就 是 
活 沽 这 两 个 恬 念 的 提 玫 、 演 变 与 发 展 而 不 断 深化 的 。 在 早期 数学 
宇 ， 以 研究 物 贰 世界 量 、 量 的 关系 为 主要 特征 的 ， 属 于 算术 与 代 
数 的 范畴 。 以 研究 现实 世界 空间 形式 和 形 的 关系 为 主要 特征 的 ， 
属于 几何 学 的 范 贱 。 二 世纪 研究 变量 把 数 与 形 结 合 起 来 ， 产 生 解 
析 几 何 与 微 积分 ， 以 后 形成 了 研究 形 、 数 关系 的 分 析 学 。 这 样 ， 
几何 学 、 代 数学 、 分 析 学 三 大 类 数学 ， 构 成 了 整个 数学 的 主体 和 
核心 。 

随 着 数学 的 迅速 发 展 ， 数 学 的 研究 对 象 越 来 越 扩 张 ， 就 变 得 
越 加 抽象 ， 从 鹉 越 加 远离 现实 ， 亲 此 就 会 产生 数学 对 象 与 客观 世 
界 的 关 丢 问题 。 一 般 说 来， 大 部 分 数学 分 支 中 那些 最 初 最 老 的 问 
题 ， 都 是 起 源 于 经 验 ， 是 出 外 部 世界 所 提出 。 数 与 形 是 们 长 期 
实践 宁 概 拓 出 米 的 ， 欧 防卫 何 、 微 积分 前 产生 也 其 有 明显 的 实践 
背景 。 表 面 极 认 所 党 的 多 维 空 间 慨 念 ， 也 是 在 和 究 多 个 自由 诬 的 
质点 力学 的 基础 上 建立 的 。 正 如 法 国 数 学 家 入 里 上 时 (Jean-Bapti- 
ste-Joseph Fourier 1768~-1830) 所 说 : 对 自然 的 深入 研究 ,是 
数学 发 现 最 让 向 的 源泉 .但 是 ,数学 的 发 展 对 于 现实 世界 还 具有 和 相 
对 的 独立 性 ,一 门 数 学 理论 一 经 建立 , 便 可 以 不 受 客观 世界 影响 ， 
人 包 色 慌 助 于 数学 内 部 涛 毕 稚 理 而 独立 向 前 推进 ， 数 学 中 新 理论 的 
产生 有 时 只 是 由 于 数学 内 在 塑 辑 的 需要 ， 非 欧 儿 何 与 群 论 的 产生 
就 是 如 此 。 因 此 , 数 尝 研究 的 对 象 ,不 仅 是 直接 从 现实 世界 抽象 出 
玉 的 数量 关系 与 空间 形式 ,而 县 把 括 那 些 巾 数学 内 部 逻辑 定义 的 
各 入 可 能 的 “数量 "关系 与 空间" 形式， 所 以 ， 数 学 是 外 部 经 验 世 
扼 与 内 在 逮 蕴 结构 反复 的 相互 作用 的 过 程 。 


二 、 数 学 的 基本 内 容 


数学 的 内 容 十 分 半 宣 ， 数 学 已 经 形成 了 一 门 系统 钳 大 ，、 分 支 
众多 的 基础 学 科 。 分 支 众多 就 是 数学 包 全 了 许多 具有 基本 理论 . 
日 成 系统 的 学 科 ， 就 和 象 一 探 良 深 叶 虐 的 大 树 一 样 ， 以 粗壮 的 树 
二 向 周转 分 出 许多 粗细 不 等 的 仗义 。 数 学 有 许多 分 支 ， 记 今 ， 还 
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没有 一 个 公认 的 划分 原则 。 但 就 数学 和 现实 生活 的 联系 来 说 ， 大 
体 分 为 两 大 类 ， 即 纯 榨 数学 与 应 用 数 掌 。 

纯粹 数学 研究 从 客观 世界 中 抽象 出 来 的 数学 规律 的 内 在 联 
系 ， 也 可 说 是 人 印 究 数学 本 身 的 规律 。 它 大 体 上 分 为 三 大 类 ， 即 研 
究 空 间 形式 的 几何 类 ， 研 究 高 散 系 统 的 代数 类 ,以 及 研究 连续 现 
象 的 分 析 类 。 

属于 第 一 类 的 ， 如 微分 几何 、 拒 扑 学 。 微 分 几何 是 研究 光滑 
曲线 、 上 曲面 等 ， 它 以 数学 分 析 、 微 分 方程 为 研究 工具 。 在 力学 和 
一 些 工 程 问 题 (如 弹性 有 学 结构 、 沧 轮 等 方面 ) 中 有 广泛 的 应 用 ，。 
括 扑 学 是 研究 上 几何 图 形 在 一 对 一 的 双方 连续 变换 下 不 变 的 狂 质 。 
这 种 狂 质 称 为 “ 拓 补 性质" ,如 画 在 橡皮 膜 上 的 图 形 , 当 檬 皮膜 受到 
变形 但 不 破 有 裂 或 折 选 了 时， 有 些 性 质 还 是 保持 不 变 ， 如 曲线 的 闭合 
性 ， 两 曲线 的 相交 性 等 。 

属于 第 二 类 的 ， 如 数论 、 近 世代 数 。 数 论 蚌 研究 整数 人 性质 的 
一 门 学 科 。 按 研究 方法 的 不 同 ， 大 致 可 分 为 初等 数论 ,代数 数论 .、 
几何 数论 、 解 术 数 论 等 。 近 世代 数 是 把 代数 移 对 得 由 数 扩 大 为 问 
量 、 和 矩阵 等 ， 它 研究 更 为 一 般 药 代数 运算 的 规律 和 性 质 ， 它 讨论 
群 、 环 、 辐 量 空间 等 的 狂 质 和 蛙 构 。 近 世代 数 有 群 论 、 环 论 ，、 基 
罗 珊 理论 等 分 去 ， 它 在 分 析 数 学 、 几 何 、 物理、 化 学 等 学 科 中 有 
广泛 的 应 用 ， 

属于 第 三 燃 徇 ， 如 微分 方程 . 沙 数 论 , 泛 了 分 析 。 和 微分 方程 是 
但 有 未 知 函 数 的 导数 或 偏 导 数 的 方程 。 如 未 知 甘 数 是 一 元 函数 ， 
则 称 为 常 微 分 方程 ， 如 未 知 曾 数 是 多 元 函数 ， 则 称 为 偏 微分 方 
程 。 痛 数论 是 实 变 冰 数 研究 实数 范围 上 的 实 值 肖 数 ) 和 复 变 画 
数论 《研究 在 复数 平面 上 的 函数 性 质 ) 的 总 称 。 泛 函 分 析 是 综合 
运 明 函数 论 、 几 何 学 ， 代 数学 的 观点 来 研究 元 限 维 向 量 空间 (如 
函数 空间 ) 上 的 函数 、 算 子 和 极限 理论 。 它 研究 的 不 是 单个 栈 
数 ， 而 是 具有 某 种 共同 性 质 的 函数 集合 。 它 在 数学 和 物理 中 有 广 
泛 的 应 用 。 

应 用 数学 是 研究 刀 休 从 现实 问题 中 抽象 出 数学 规律 以 及 如 何 
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把 已 知 的 数学 规律 应 用 于 现实 问题 的 。 数 理 方程 是 用 微分 方程 来 
扒 述 物理 ， 工 程 技术 及 其 它 领域 中 发 生 的 运动 过 程 及 现象 ， 例 如 
水 面 上 波 的 扩散 和 物体 中 热 的 传导 。 运 筹 学 用 数学 方法 来 协助 人 
们 找 出 解决 各 种 问题 的 最 优 方 案 。 例 如 ， 怎 样 安排 工序 可 使 工程 
山 其 最短, 怎样 剪裁 钢板 可 使 材料 最 省 .概率 论 用 数学 方法 从 客观 “ 
存在 的 偶然 现象 中 找 出 必然 规律 。 例如， 根据 历史 资料 分 析 发 生 
邮 震 的 可 能 性 , 根 沁 水 文 记录 预测 洪水 汛期 ,数理 统计 用 数学 方法 
根据 抽样 检查 判定 某 种 产品 的 质量 。 数 理 绕 计 使 人 们 能 够 通过 概 
率 来 判断 茶 种 事物 发 生 的 可 能 程度 和 正确 程度 ， 算 出 发 生 错 误 汰 
断 的 可 能 性 。 这 就 使 得 我 们 所 作 的 判断 既 有 分 寸 又 有 力量 ， 既 能 
保证 足够 的 正确 性 和 工作 质量 ， 又 能 最 大 限度 地 节省 调查 工作 的 
人 力 、 物 力 和 时 间 ， 达 到 多 快 好 省 地 开展 工作 的 目的 。 计 算数 学 
是 在 某 一 客观 事物 已 有 确切 的 数学 描述 后 ， 研 究 如 何 把 它 解 算出 
具体 结果 来 。 它 的 主要 任务 是 找 出 各 种 新 的 计算 方法 ,其 特点 
是 ;《1) 近似 。 现 实生 活 中 的 大 部 分 数学 问题 是 不 能 求 得 精确 解 
的 。(2) 快速 。 解 同一 个 问题 ， 好 方法 和 “ 笨 " 方 法 所 需要 时 间 可 
相差 几 百 ， 几 千 倘 。 甚 至 有 这 样 的 数学 问题 ， 用 “理论 上 完善 "的 
条 方法 去 和 解 ，100 年 也 算 不 出 来 。 电 子 计 算 机 的 出 现 ， 给 计算 数 
学 带 来 了 革命 性 的 变化 ， 许 多 过 去 做 不 到 的 事 ， 现 在 能 做 到 了 。 
例如 在 几 小 时 内 算出 过 去 要 几 年 才能 算出 的 天 气 独 报 ， 其 至 在 几 
秘 钟 内 算 册 正在 飞行 的 导弹 的 偏差 ， 以 便 立即 校准 它 的 轨道 。 
随 着 科学 技术 迅猛 的 发 展 ， 数 学 各 门 分 支 的 内 容 也 在 迅速 地 
发 展 ， 现 代数 学 的 许多 部 门 常常 和 其 他 学 科 相 耳 交 叉 、 相 互 滩 
造 ， 义 形成 了 一 门 门 新 的 分 支 学 科 。 但 是 有 许多 新 的 学 科 ， 从 它 
的 内 容 、 方 法 、 意 义 和 应 用 范围 来 说 ， 已 经 不 单单 属于 数学 的 范 
暑 了 。 比 如 控制 论 、 系 统 论 、 信 息 论 就 是 数学 和 其 他 学 科 相 互 渗 
选 、 效 合 面 成 的 新 兴 边 综 学 科 ， 还 有 人物 学 与 数学 相 结 合 产生 了 
”生物 数学 ， 地 所 学 用 数学 理论 和 方法 研究 各 和 地质 现 象 的 数量 关 
系 ,形成 了 数学 地 质 学 ， 数 学 各 经济 学 相互 渗透 ,产生 了 数量 经 济 
学 ;数学 与 社会 学 相互 渗透 ， 产 生 了 定量 社会 学 ,历史 学 用 数学 方 
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法 研究 各 种 历史 问题 ， 产 生 了 计量 历史 学 ; 数学 与 语言 学 相互 渗 
得 产生 了 数理 语言 学 数学 与 凶 辑 学 相 瑟 结合 产生 数学 迎 辑 学 每 
等 许多 新 兴 的 交叉 学 科 ， 它 推动 各 行 科学 走向 定员 化 与 精确 化 。 

生产 和 科技 事业 的 发 展 ， 总 是 旨 求 数学 帮助 解决 新 产 千 的 问 
题 ， 一 些 数学 分 支 结 合 菜 些 实际 问题 ， 又 可 能 促使 它 映 前 发 腿 ， 
得 出 新 的 理论 。 但 是 ， 正 像 树 干 上 新 长 出 的 嫩 芽 一 样 ， 一 开始 ， 
很 难 预 言 这 个 小 后 芽 会 不 会 长 成 树 酸 ， 通 过 实践 应 用 与 和 检验， 有 
好 些小 敏 芽 苗 壮 成 长 ， 如 模糊 数学 、 突 变 理 论 、 分 形 儿 全 学 等 等 
新 兴学 科 。 | 

所 以 ， 数 学 越发 展 ， 它 的 领域 越 广 阔 ， 分 支 越 众 多 ， 应 用 越 
广泛 ， 而 它 的 基础 也 就 更 加 深化 、 更 加 牢固 。 正 部 一 株 苍 劲 ， 粗 
壮 的 樟树 在 生长 过 程 中 ， 新 的 树 层 使 老 枝 变 粗 ， 长 出 新 枝 ， 械 时 
往 上 长 高 ， 根 又 往 下 长 深 一 样 。 数 党 在 它 的 发 展 过 程 中 把 新 的 材 
料 添 加 在 书 经 形成 的 领域 中 ， 带 成 新 的 方 癌 ， 升 到 新 的 商 度 ， 产 
生 广 阔 的 边缘 学 科 和 交叉 学 科 ， 并 且 彼此 互相 人 诊 透 ， 而 它 的 领域 
扩大 ， 基 础 更 加 深化 ， 更 加 坚实 。 


三 、 数 学 的 应 用 


， 现代 数学 已 经 渗透 到 和 名 个 领域 , 它 在 科学 研究 ,生产 建设 和 国 
防 建 设 ， 以 至 日 常生 活 中 发 挥 重 要 作用 . 正 像 坐 罗 庚 教授 (1910~ 
1985 ) 所 说 , “宇宙 之 励 ， 粕 子 之 微 、 火箭 之 速 ， 化 工 之 巧 、 地 
球 之 变 、 生 物 之 恋 、 日 用 之 繁 、 无 处 不 用 数学 *。 自 

1。 现 代数 学 是 党 援 现 代 科 学 技术 前 人 乌 垩 

现代 数学 为 各 门 自然 科学 提供 有 效 的 计算 方法 。 一 门 科 学 从 
定性 的 描述 进入 到 定量 的 分 析 和 计算 ， 是 这 门 科学 达到 比较 成 熟 
芥 段 的 重要 标志 。 站 科学 中 上， 自然 科学 的 数学 化 ， 从 低级 物质 
运动 形式 发 展 到 高 级 物质 运动 形式 ， 与 此 相 适 应 的 ， 从 力学 、 天 
文学 、 物 理学 等 最 早 升 始 整 学 化 ， 它 们 都 是 由 于 将 观测 、 实 验 与 


三 华罗庚 : * 数 学 的 用 处 与 发 展 *; 载 于 4 现代 科学 技术 简介 ?科学 册 版 社 ，1978 
年 版 。 


数学 方法 相 结 合 以 后 二 迅速 成 长 为 ”精密 科学 “的 。 近 代 、 现 并 的 
许多 学 科 都 是 通过 大 员 运 用 数学 方法 而 走向 定量 化 、 精 确 化 。 科 
学 理 认 的 一 个 所 要 特征 着 臣 后 和 有 有关 天 和 汪 ， 和 而 这 种 预 殉 性 一 般 是 扯 
过 数学 方法 来 才 现 的 ,一些 比 较 狼 确 的 科学 预言 ， 就 是 依据 科学 
理论 进行 数学 的 准 导 和 计算 而 著 竺 的 理论 结果 。 因 因此， 科学 理论 
通过 量 已 的 总 兄 性 员 导 实 蹄 ， 站 时 及 通过 预言 之 能 民 实 现 和 是 否 
准确 碍 实现 来 变 受 实 喊 阴 验 ， 帮 是 岗 不 开 数 学 计算 的 。 

现代 科学 技术 ， 像 建筑 工程 ， 水 利 工 程 、 油 田 开 发 、 海 洋 开 
发 ， 寺 及 奸 轩 售 子 反 应 推 和 六 庄 加 广 品 等 等 ， 虱 必须 进行 交响 的 
理论 推导 和 浴 确 的 数 但 计算 。 者 在 计算 上 出 了 着色 ， 不 但 不 能 达 
到 现 期 的 日 的 ， 调 有 生还 会 这 成 惨重 的 沁 玻 。 

自然 科学 的 数学 化 出 米 已 入 ， 晤 在 300 年 前 ， 笛 卡 生 《Rene 
Descartes,，1596~1650 ,法国 ) 位 [ 和 眶 人 ralileiktralileo ,1564 ~ 
1642， 意 灰 利 )、 开 次 对 (Kapler,Johannes，1571 一 16830， 德 
国 )、 和 牛顿 《Isaac Newlon 1642~1727， 英 国 ) 已 把 数学 运用 
于 天 文学 . 力学 物理 学， 使 这 些 科 学 成 为 精确 和 科学。 例如， 法 
峡 青 年 天 六 学 家 坦 戌 囊 (Leverrier Urbain Jean Joseph,1811~ 
1877) 在 探测 天 天 于 星 返 动 的 不 规则 性 ， 偏 离 行星 轴 道 之 后 ， 经 
过 一 年 多 的 计算 ， 提 册 有 一 组 未 知 的 行星 影响 到 天 王 星 运行 的 假 
说 ， 于 1846 年 9 月 ， 写 信和 给 德国 柏林 天 光 台 助理 员 加 惑 (Galle， 
Joham Gotlfried，1812 一 1910， 德 国 })。 信 中 说 ,“ 请 你 把 望 远 
镜 对 准 黄 道上 的 宝 瓶 星座 ， 就 是 经 许 360 度 的 地 方 ， 那 时 你 将 在 
那个 她 方 1 度 之 内 ， 罗 到 一 绒 s 等 况 度 的 星 。 加 惑 技 惑 维 刚 所 指 
方位 进行 观察 ， 果 然 在 所 指 位 置 示 到 1 诬 的 地 方 ， 找 到 了 一 颗 在 
星 图 工 没有 的 星 一 一 海王 星 。 数 学 计算 促进 了 海王 星 发 现 。 

在 物理 学 研究 中 ， 和 牛顿 之 所 以 能 把 地 面 上 物体 间 的 引力 和 天 
体 间 的 引力 统一 起 来 试 识 , 麦 元 斯 书 (Maxwell,James Clerk, 
1831 一 1879， 英 国 ) 第 把 光波 和 电磁 波 统 一 起 来 认识 ,都 是 由 于 借 
助 数学 ， 邑 发 现 了 这 些 韦 物 之 问 有 共同 的 数学 关系 ， 才 启发 了 他 
们 的 思路 ， 生 顿 曾 以 欧 民 几何 学 为 工具 ， 建 立 了 他 的 力学 体系 。 
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爱 因 斯 过 《Einstein,Alibert，1879 一 1955， 美 籍 德国 人》 利用 
非 欧 几何 学 ， 将 狭义 相对 论 发 展 为 广义 相对 论 ， 而 相对 论 对 物理 
学 的 发 展 产生 了 重大 的 影响 。 

化 学 在 过 去 一 走 被 称 为 一 门 “ 经 验 科 学 *"， 从 20 世 纪 己 来 ,也 
开始 运用 数学 ， 化 学 的 妆 学 化 开始 于 拉 瓦 锡 (Lavoisier, Antoi- 
ne Laurent,，1743~1794， 法 国 ) 的 定 其 分析， 他 首次 把 -* 次 
方程 式 引 进化 学 反应 质量 宪 异 的 规律 。 后 来 门 捷 列 夫 《Meme- 
TEE, Mensneneen Dvurpudl Haanonnd ,1834~-1907 ,俄国 ) 的 
元 素 周 期 律 ， 也 借助 诺 用 数学 ， 才 有 了 对 许多 未 知 元 素 的 现在 化 
学 中 的 晶体 研究 ， 需 要 应 用 " 群 论 * 的 方法 来 研究 分 子 的 全 部 对 称 
性 ， 以 及 哈密 顿 【 玖 illiam Rowan Iamittoma，1805 一 1865 , 英 
国 ) 计 算 符 和 点 群 对 称 元 素 间 的 对 易 规 律 。 量 子 化 学 、 姑 构 化 学 、 
化 学 统计 都 需要 运用 数学 与 电子 计算 机 ， 开 始 使 化 学 从 经 验 科学 
逐渐 和 问 理 论 科 学 和 精确 科学 过 滤 。 

原来 与 数学 没有 关系 的 自 物 学 ， 现 在 也 开始 数学 化 ， 生 物 学 
前 数学 化 最 时 开始 于 返 德 尔 (Mendel, Gregor Jobhann，1822 一 - 
1884， 奥 地 利 》 的 幅 传 学 说 ， 因 为 他 首次 用 数学 的 排列 组 合 关系 
表示 上 生物 遗传 性 状 出 现 的 规律 。 在 分 子 生物 学 研究 中 ， 发 现 脱 氧 
核糖 核酸 的 螺旋 结构 的 < 射线 结构 分 析 法 ， 议 适 要 应 用 数学 分 术 
的 傅 里 时 变 防 公式， 从 衍射 算出 被 检 物 体 的 真正 像 来 。 在 胰 乌 素 
的 研究 中 ， 由 于 复杂 前 主体 模型 以 及 生物 的 遗传 密码 ， 都 祁 外 开 
数学 计算 。 现 在 研究 生理 现象 、 神 经 活动 、 遗 传 学 及 生态 学 都 需 
要 数学 和 电子 计算 机 ， 如 生态 学 的 变量 多 而 复杂 的 数学 模型 ， 需 
要 靠 电 子 计算 机 来 计算 ,生态 系统 的 润 节 和 和 管理 还 要 谱 用 控制 
论 ， 生 访 环 境 的 分 类 还 要 用 集合 论 和 模糊 数学 。 由 于 用 数学 方法 
来 斌 究 自然 界 中 的 生态 系统 ， 建 立 生态 模型 ， 从 而 产生 数学 生态 
党。 用 统计 党 的 方法 研究 生物 界 的 随机 规 象 ， 为 生物 学 提 贷 了 有 
效 地 分 析 外 运 驱 察 资料 的 方法 ， 称 为 生物 统计 学 。 用 概率 论 的 方 
法 来 研究 各 神 不 同情 况 下 生物 群体 内 基因 的 变化 ， 称 为 群体 遗 信 
学 。 用 统计 学 的 思想 和 和 方法 来 研究 生物 的 数量 性 状 遗 传 规律 ， 称 
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为 统计 址 传 学 。 侧 群体 得 传 学 和 统计 性 传 学 都 是 数学 和 遗传 学 相 
结合 ， 又 把 它们 称 为 数量 遗传 学 。 数 学 与 生物 学 相互 结合 产生 了 
一 门 新 兴 的 生物 数学 。 

地 学 、 地 震 预 报 等 也 需要 运用 统计 数学 ,概率 论 和 模糊 数 
学 ,可 以 提高 现 报 的 准确 和 福 。 由 于 运用 数学 和 电子 计算 机 ， 和 使 气 
银 预 报 走 上 定量 化 的 雪 道 。 地 质 学 正在 考虑 用 应 用 数学 方法 来 研 
究 各 种 复杂 的 地 质 过 程 ， 其 至 考虑 掀 地 质 过 程 变换 成 数学 模型 ， 
通过 电子 计算 机 模 氢 地质 过 鹅 的 发 展 变 化 。 数 学 与 地 学 相 结 合 产 
生 数 学 谍 质 学 。 所 以 ， 数 学 已 成 为 自然 科学 的 强 有 力 的 工具 。 

2. 现代 数学 是 国防 现代 化 的 有 力 的 理论 工具 

天 代 国防 建设 ， 发 射 火 箭 、 导 弹 、 人 大造 卫 昆 等 航天 技术 ， 都 
要 进行 周密 的 理论 和 准确 的 数值 计算 ， 都 离 不 开 数 学 和 电子 计算 
机 ， 若 在 计算 上 出 了 差错 ， 训 会 造成 惨重 的 事故 ， 侣 带 来 严重 的 
经 济 损 失 。1970 年 我 国 发 射 了 第 一 颗 人 和 遗 了 卫星， 就 有 数学 工作 者 
和 参与 天 量 复 杂 的 计算 ， 预 测 其 飞行 轨道 和 着 了 能 点 。 

在 战争 时 期 ， 可 应 用 运筹 学 的 博 奕 论 .决策 论 .规划 论 来 研究 
大力 、 物 力 如 何 使 用 ; 守 找 一 种 搜索 策略 ， 使 自己 的 驱 未 舰 以 
“最 优 " 方式 找到 威胁 自己 运输 队 的 敌 艇 ， 还 村 考 错 如 何 配 合 使 用 
这 些 工 具 ， 收 到 最 太 的 效果 。 在 军事 方面 ， 这 去 主要 是 考虑 武 齿 
如 何 使 用， 做 应 刀 何 补充 ， 而 现在 则 主要 考虑 在 未 来 成 争 中 如 何 
设计 阁 选 择 武 肾 ， 和 六 事先 对 未 来 战争 作出 各 称 可 能 的 估计 。 

3. 现代 数学 为 新 接 术 革命 提供 了 有 力 的 起 器 

目前 ， 以 电子 计算 机 为 纺 心 的 新 技术 革命 即将 兴趣 ， 它 将 促 
使 现代 科学 技术 取得 空前 的 大 发 展 ， 并 使 时 代 科 学 技术 的 内 部 钙 
构 日 益 复 杂 ，、 相 互 渗透 ， 相 互联 系 ， 并 癌 整 你 化 方向 发 展 。 现 民 
科学 技术 已 经 形成 一 个 具有 主体 结构 的 纵横 交错 的 大 网 络 系 统 。 
这 个 大 系统 正 癌 着 数学 化 的 方向 发 展 ， 并 观 求 逐步 癌 产 生 、 蛮 
换 、 和 运输、 测量 和 利用 信息 的 中 心 转移 ， 迫 二 需 要 运用 现代 数 
学 。 这 样 ， 计 算数 学 、 运 筹 学 , 摄 率 论 ,模糊 数学 、 突 变 理 论 等 现 
氏 数 学 的 新 分 支 ， 为 新 技术 革命 提供 了 有 力 的 工具 和 理论 基础 ， 
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4， 现 代数 学 是 提高 经 济 效益 的 幸 学 方法 

现代 生产 建设 ,都 需要 广泛 地 应 用 运筹 学 来 研究 工业 、 农 业 、 
手工 业 . 交通 、 渔业 、 林 他 等 方面 ， 由 于 实际 生产 上 的 需要 和 人 刺 
激 ， 出 现 了 许多 新 的 学 科 ， 如 优选 法 、 红 筹 法 、 排 阶 论 . 库存 论 
等 。 我 国 著名 数学 家 华罗庚 推广 优选 法 和 统筹 法 《又 称 双 法 ) 运 
用 到 生产 实践 中 去 ， 对 国家 作出 了 很 大 的 贡献 。 例 如 ， 解 放 牌 汽 
车 优选 了 化 油 器 的 合理 尺寸 ， 1 辆 汽车 1 年 可 节 酒 1 吨 左 右 ， 全 
国 现 有 民用 汽车 都 来 锥 广 优 选 活 ， 1 年 就 可 节 油 60 余 万 三 。 扩 食 
加 工 洒 用 优选 加 工 工 艺 ， 一 般 可 提高 出 米 率 1.23 史 ， 提 高 出 粉 率 
1 嗓 ， 消 按 全 国人 数 的 后 粮 如 工 总 煞 计 算 ，! 年 等 于 增产 几 亿 乒 
禄 食 。 天 津 碌 厂 纯碱 生产 优选 后 ， 每 年 节约 粗 盐 9 千 吨 ， 价 值 27 
万 元 。 内 蒙古 推广 运用 " 双 法 "以 来 ， 据 对 80 个 企业 进行 调查 结果 
表明 ， 每 个 可 增产 节约 8300 万 元 。 四 川 省 推广 用 “ 双 法 " 仅 4 个 月 ， 
即 增 产 节约 2 亿 元 。 湖 南 军工 生产 苞 项 产品 ， 在 80 道士 序 上 优选 
了 200 多 个 项 日 ， 坚 持 使 用 7 年 ， 生 年 节约 120 万 元 。 广 西 粮食 局 
应 用 优选 法 ，473 项 成 果 增 产 大 及 777 万 斤 ， 油 脂 14 万 斤 。 运 用 
“ 双 法 "对 柚 淮 开 失 开发 论证 ， 开 发 规划 可 提前 2 年 完成 ， 提 前 1 
年 好 沪 国 家 多 生产 4000 万 古 煤 。 广 诉 示 方 宾馆 、 和 白天 牧 宾 馅 应 用 
统筹 法 组 织 施工 ， 缮 短工 期 ， 提 前 开业 ， 分 别 增 站 外 汇 200 多 万 
元 ， 并 节约 贷款 利息 1 千 万 港元 ， 等 等 。 “华氏 双 法 "在 国计民生 
中 所 产生 的 经 济 效 益 和 和 社会 效益 ， 是 数学 转化 为 生产 力 的 功能 的 
重复 表现 。 

总 之 ， 人 们 的 生产 和 生活 离 不 开 现 代数 学 ， 现 代数 学 已 成 为 
现代 科学 技术 、 现 代 生 产 经 营 、 开 代 生活 的 强 有 为 的 武器。 
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第 二 章 ”数学 发 展 史 简 述 


数学 的 产生 与 发 展 经 过 了 漫长 的 历史 过 程 ， 它 是 随 着 人 人 们 上 生 
产 技术 与 科学 文化 的 发 展 和 而 不 断 发 展 起 来 的 ， 从 数 的 基本 颖 念 的 
产生 至 今 已 有 5 千 多 年 的 历史 了 。 所 以 ， 数 学 是 一 门 古老 的 基础 
学 科 。 


一 、 数 学 的 栈 芽 


人 类 在 远古 时 代 长 期 采集 狩猎 和 捕 鱼 等 生产 实践 过 程 中 ， 恶 
浙 产 生 “ 多 "与 一 "概念 。 对 于 数 “ 二 "的 出 现 ， 可 能 是 由 于 用 双手 
各 拿 一 件 物品 : 表示 “三 "的 时 候 ， 人 们 领 语 到 可 以 把 第 三 件 物 品 
放 在 旭 已 的 脚 边 ,，“ 三 "的 特征 就 是 举 起 双手 和 指定 一 只 脚 ;“ 四 "” 
可 用 两 只 手 和 两 只 脚 来 表示 ， 等 等 。 在 色 慢 发 展 中 ， 人 们 逐渐 地 
抛弃 了 将 被 数 的 物品 拿 在 手中 或 置 于 肢 边 的 做 法 ， 慢 慢 地 抽 篆 出 
数 的 概念 。 

公元 前 十 儿 个 世纪 ， 人 类 历史 从 锅 器 时 代 过 滤 到 铁器 时 代 。 
铁器 的 使 用， 大 大 促进 了 生产 力 的 发 展 ， 使 社会 财富 增加 ， 划 激 
产品 栾 易 , 由 于 社会 经 济 生 活 的 需要 。 人 们 越 来 越 多 地 要 计算 产品 
的 数量 和 劳动 时 间 的 长 短 ， 测 定 建筑 物 的 大 小 和 丈量 土地 的 面积 
等 等 。 人 类 在 长 期 的 生产 实践 中 积累 了 许多 数学 知识 ， 并 逐步 形 
成 了 数 的 概念 ， 导致 了 记 数 ， 而 记 数 则 是 伴随 着 计数 术 的 发 展 而 
发 展 的 。 从 最 时 的 屈指 计数 、 结 绳 记 数 ， 到 在 木 气 或 骨 片 上 上 肇 划 
计数 ， 再 到 语音 计数 ， 久 经历 了 漫长 前 世代 ， 大 约 到 距 今 5000 
多 年 前 ， 和 终于 出 现 了 书写 计数 及 相应 的 记 数 系统 。 下 面 列 出 儿 种 
共 界 上 最 早 的 记 数 系统 《图 3-1)。 其 中 申 国 筹 算数 码 是 世界 上 
最 时 使 用 的 十 进位 秆 制 数 码 系 统 ，。 

记 数 系统 使 数 与 数 之 间 的 运算 成 为 可 能 。 这 样 ， 初 等 算术 便 
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在 儿 个 古老 的 文明 地 区 发 展 起 米 。 在 流传 至 今 的 古 痪 及 纸 草 书 和 
巴比伦 泥 版 文书 中 ， 记 载 了 大 量 算术 问题 ,它们 的 解 管 涉及 整数 
与 分 数 的 四 则 运算 。 对 中 国 古 代 典 籍 的 分 析 也 表明 ， 旱 在 西周 时 
期 ,“ 数 ”( 妈 初 等 算术 ) 天 形 成 一 门 学 问 而 被 列 为 贵族 子弟 必须 
学 习 的 ”六艺 " 之 一 。 下 于 一 亩 度量 和 无 文 观测 的 需要 ， 引 起 几何 
学 的 初步 知识 ， 儿 休学 与 算术 的 产生 相仿 ， 最 初 的 几何 知识 也 从 
大 们 对 形 的 直觉 中 戎 发 出 来 。 史 前 人 太 概 首先 是 从 日 然 弄 本 刁 提 
到 几何 形式 (例如 他 们 注意 到 同月 与 拉 松 在 形象 上 的 区 别 )， 并 
在 器 王 制 作 及 绘画 装饰 中 加 以 再 现 。 经 验 的 几何 知 识 随 著 人 类 的 
实践 活动 而 不 断 发 展 。 

但 是 ， 这 些 知 识 是 片断 的 、 零 碎 的 ， 没 有 形成 严整 的 理论 体 
系 ， 更 重要 的 是 缺乏 逻辑 因素 ， 基 本 上 还 霍 不 到 命题 的 证 明 。 数 
学 区 别 于 其 他 目 然 科 学 的 最 突出 的 特点 之 一 是 演绎 推理 和 公理 
法 ， 在 这 一 时 期 还 没有 显露 出 米 。 当 时 它 上 只 是 解答 各 类 具体 问题 
的 实用 知识 ， 几 何 只 是 各 种 简单 几何 图 形 面 积 、 体 积 的 计算 法 
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则 ， 本 质 上 上 不 过 是 算术 的 应 用 ， 还 没有 形成 独立 的 学 科 ， 


二 、 初 等 数学 的 产生 


公元 前 6 世纪 到 16 证 纪 是 初等 数学 的 产生 和 人 发展 有 时期。 初等 
数学 研究 事物 的 常量 性 质 和 不 变 图 形 ， 即 常量 数学 。 它 包括 代数 
学 和 几何 学 。 

几 千 年 求 ， 人 类 在 长 期 生产 劳动 实践 中 ， 逐 步 建立 和 发 展 丁 
事物 的 数量 和 空间 形式 的 爸 念 ， 据 得 了 许多 数学 知识 。 农 业 、 建 
筑 业 、 水 利 灌溉 工程 、 宫 和 髓 ,教堂 、 人 金字塔、 航海、 商业 的 发 
展 ， 挫 动 了 数学 的 发 展 ， 从 而 产生 了 几何 、 氏 数 等 初等 数学 ， 

1。 珊 腊 时 期 

几何 学 发 源 于 十 埃及 ， 埃及 尼罗河 两 由 ， 土 地 肥沃 ， 农 产 下 
富 。 但 是 尼罗河 水 每 年 有 定期 的 泛滥 。 祷 水 期 西 志 被 沦 没 。 水 退 
后 图 地 和 界限 被 席 。 汶 了 解决 土地 争执 ，“ 测 地 学 "产生 了 了 。 现 在 所 
用 的 “几何 学 "这 个 名 词 ， 便 是 出 “ 测 地 学 "一 词 膏 译 而 来 。 农 业 和 和 
套 软 业 的 发 展 ， 要 求人 掌握 四 季 变 化 。 于 是 除了 " 测 地 “。 还 要 “ 测 
天 "”， 天 文学 庶 运 而 生 ， 天 文学 的 第 一 步 ， 就 要 求 测定 东西 元 北 。 
古代 入 很 时 就 知道 用 北极 星 定 北 ， 用 其 相反 方向 定 这 。 症 此 基础 
上 ， 为 要 找到 厅 西 方向 ， 册 要 作 诊 北方 向 的 与 直线 ;为 作 南 北方 
向 的 乍 直 线 ， 就 用 三 条 绳子 。 各 长 三 、 四 、 五 个 单位 ， 把 它们 组 
成 一 个 三 角形 ， 其 中 长 . 五 个 单位 的 那 条 强 子 所 对 的 前， 就 是 直 
角 。 于 是 ， 多 股东 这 一 车 名 定理 出 现 了 。 古 埃及 积累 了 丰富 的 几 
何 知 识 ， 但 有 待 于 系统 总 结 种 可 高 。 

公元 前 6 世纪 ， 希 腊 在 地 忠海 一 带 成 为 文化 目 总 的 地 区 ， 在 
生产 、 航 海 、 商 业 以 及 社会 生活 发 展 的 影响 下 ， 人 们 研究 自然 界 
的 兴趣 增 职 了 ， 探 索 客 观 现 实 及 其 发 展 规律 的 愿望 逐渐 代 稚 了 未 
教 神话 的 世界 观 ， 

这 时 在 数学 方 硬 已 和 昧 起 来 大 和 一 的 资料 ， 有 竺 进一步 整理 和 
深化 。 一 些 希 腊 学 者 开始 尝试 对 命题 朋 以 证 明 。 所 谓 证 最 ， 就 是 
民团 一 些 真实 性 记 经 确定 的 命题 来 论证 其 他 命题 真实 狂 的 思想 过 
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程 。 申 期 游历 埃及 般 贰 脂 学 者 楼 饥 了 那 平 的 经 验 生 条 法 划 并 产生 
了 证 明 这 些 法 出 的 想法 .他们 以 内 惑 斯 为 代 埃 .证 明 命 题 ， 是 希腊 
所 何 学 的 基本 痢 神 ， 志 是 数学 中 上 一 作 厌 齐 。 后 来 十 希腊 毕 达 
哥 拉 斯 《Pythagoras， 约 公元 前 580~5003 学 派 的 成 员 们 不 人 
证 明了 不 少儿 何 命 是 ， 而 且 到 开始 接 一 定 的 逻辑 嘱 序 挫 已 知 命题 
排列 起 来 。 有 从 些 数 茸 生 其 使 了 的、 经 验 的 筑 入 过 滤 和 到 抽象 的 理论 的 
阶段 ， 数 学 经 过 这 位 带 根本 性 生变 革 途 渐 形 成 一 门 独立 的 、 演 绎 
的 科学 。 其 主要 代表 人 物 是 古 希 腊 杰 出 数 学 家 欧 儿 里 得 (Euclid， 
约 公元 前 330 一 前 275), 古 希腊 ， 经 于 济 成 一 识 《 儿 何 原 本 》 提 
和 著 ， 共 有 13 卷 ， 他 总 结 了 十 代劳 动人 民 在 实践 中 获得 的 几何 知 
识 ， 胃 以 系统 化 ， 并 把 大 们 公认 的 一 些 事 实 列 成 定义 .公理 和 定 
理 构 成 的 演 泽 几何 体系 ， 用 它们 米 研 究 图 形 的 性 质 ， 创 立 了 欧 兵 
几 俩 学,《 岂 全 原本 是 两 千 多 年 来 传播 几何 知识 的 标准 教科 书 ， 
在 传授 几何 玫 识 方面 起 了 巨 太 作用。 除了 欧 几 时 得 几何 外 ， 希 腊 
数学 的 丰 少 遗产 还 包括 ， 复 厅 几何 图 形 面积 、 体 积 的 计算 ;圆锥 
曲线 论 ， 三 角 学 ， 无 理 数 的 发 现 和 不 定 方程 求解 等 ， 对 后 世 数 学 
有 深远 的 影响 。 

2， 东 方 时 期 

希腊 数学 之 兹 在 公元 初 即 趋 铀 谢 ， 代 之 币 赵 的 是 中 国 、 印 度 
和 阿拉 伯 地 区 东方 数学 的 繁荣 。 夺 方 数 学 具有 与 希 噶 数学 明显 不 
同 的 特征 ， 基 着 恒 计算 与 算法 ， 俐 不 讲究 命题 的 演绎 证 明 ， 

在 中 国 、 外 于 天 文 、 水 利 、 建 筑 、 农 业 生 产 前 发 展 ， 古 人 也 
有 位 单 的 几何 概念 ， 鲁 如 甲骨 文中 ， 已 出现“ 规 ”"、“ 冯 ”二 字 和 
“ 寻 " 字 。 上 出土 的 疝 周 毒 钢 绪 上 的 花 绞 ， 有 着 闫 蝴 而 准确 的 几何 图 
案 。 优 涪 收 加 治水 吏 是 右手 拿 若 测量 用 的 绳子 ,左手 拿 荐 加 规 和 
上 曲 尺 。 这 说 明 早 在 4000 多 年 前 ， 中 国人 总 经 有 了 几何 方 而 的 一 些 
基本 知识 ， 在 我 国 最 下 的 一 部 数学 : 鞭 作 《有 周 喜 任 经 ;下 ， 记 载 了 不 
少儿 何 知 识 。 该 书 第 一 章 ， 记载 了 公元 前 1100 多年 的 西周 有 时 和 懂 
数学 家 商 高 《 生 并 年 代 不 详 )， 咀 确 提出 的 "名 三 股 囊 荡 斑 ”的 名 
服 定理 。 我 国 贞 让 的 儿 何 娠 究 没 有 形成 泪 整 的 公理 演绎 系统 。 尼 
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我 国 古 代数 学 在 代数 学 方面 却 有 很 大 成 就 ， 我 国 的 一 部 数学 专 获 
《 九 童 算术 》， 包 括 算 术 、 代 数 和 几何 知识 ， 已 引进 了 负数 概 人 钝 及 
其 运算 法 则 ,建立 了 相当 于 现代 消去 法 的 一 次 联 立方 程 解 法 .记载 
了 开平 方 、 开 立方 法 。 从 殊 晋 甫 北朝 到 宋 元 时 代 ， 中 国 数学 家 又 
独立 创造 屿 一 系列 重庆 的 算法 ， 其 中 包括 ， 刘 徽 ( 瑶 晋 间 约 225 一 
295)，、 祖 冲 之 {南北朝 约 429~500)》 计算 较 周 率 的 " 荐 加 术 "”: 

公元 4 世纪 我 国 数 学 名 营 《 孙 子 条 经 》 中 ， 提 出 著名 的 “中 国 璋 余 
定理 ”， 即 解 一 次 余 式 的 "名 子 算法 ”"， 后 为 宋代 数学 家 奉 妃 家 ( 约 
1202 ~~ 约 1261) 推广 为 系统 的 "大 人 求 一 末 "， 求 解 高 次 方程 数值 
解 的 “ 正 贷 开 方术 ” 《相当 于 欧洲 19 世纪 的 “ 稚 纳 算法”):， 被 称 为 
“ 招 差 术 " 的 高 次 内 播 算法 ， 这 些 息 法 的 正确 性 ， 有 许多 要 到 18 雇 
纪 以 后 运用 高 等 数学 工具 才能 加 以 证 明 ， 

中 刘 纪 的 印度 与 阿拉 伯 数 学 家 将 初等 代数 学 推进 到 了 相当 的 
高 度 。“ 慌 数学 ”一 词 来 白 阿 控 伯 语 的 “阿尔 热 巴 拉 ”《 译 成 拉丁 文 
是 aijabr) ， 是 阿拉 怕 煞 学 家 花 喇 子 米 《al- 玉 heowarizmi， 约 
780 一 850) 一 本 代数 著作 书 名 的 铀 称 , 阿 拉 伯 学 者 招 代 数学 理解 为 
解 方程 的 学 问 ， 这 种 看 法 直到 193 世 纪 初 仍 反 英 着 代数 学 的 主线 。 
印 庭 学 者 也 贡献 了 许多 解 方 程 的 技巧 ， 他 们 还 特别 擅长 于 解 不 定 
方程 。 不 过 ， 印 度数 学 最 重要 的 功 馈 在 于 发 朋 " 零 导 " 及 十 进位 值 
制 数 系 的 完善 《 约 公 元 870 年 )， 印 庭 数码 后 经 阿拉 伯 人 改进 成 
为 现在 的 阿拉 伯 煞 字 ， 并 在 13 世 纪 传 到 欧洲 。 

3.。 欧 浏 文艺 复兴 时 期 

15 世 纪 是 网 洲 文艺 复兴 时 期 ，16 世 纪 意 大 利 数学 家 解 出 了 三 
次 和 四 次 方程 ， 并 且 第 一 次 引进 虚数 。 后 来 法 国信 事 达 (Franeo- 
is Viete，1540 一 1603) 制定 了 系统 的 符 导 代数 : 荷兰 人 斯 带 
文 【《9Simon Stevin，1548 一 16201 I 和 进 了 十 进 小 数 ， 苏 格 兰 学 者 
纳 皮 尔 (John Napier,1550~ 一 1617) 发 明 对 数 而 在 计 算 方面 作 了 
重大 改进 。 至 此 ， 整 个 初等 数学 的 主要 肉 容 基 本 定型 。 文 艺 复 兴 
促成 东西 方 数 学 的 铺 合 ， 为 这 门 科 学 在 随后 世纪 里 的 惊人 人 发展 畏 
平 了 道路 。 
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宇 、 变 量 数 学 的 兴起 


有 从 17 世 纪 到 19 世 纪 初 是 变量 数学 时 期 ， 变 量 数 学 是 研究 事物 
及 其 秋 动 的 量 的 变化 及 量 的 关系 的 变化 ， 由 于 研究 变 重 而 把 数 与 
形 钙 侣 人选 来 ， 从 而 产生 了 解析 儿 何 与 微 积 分 。 

16、17 世 纪 资 本 主义 生产 秆 支 发 形 ， 对 科学 技术 提 册 了 许多 
新 的 要 求 . 机 算 的 使 用 引起 了 对 机 诚 运 动 的 研究 ， 对 外 贸易 的 发 
展 促使 航 注 事业 人 发达， 而 测定 船 朋 位 置 的 向 带 要求 准 确 地 全 究 天 
体 运 行 的 规律 与 编制 精确 的 航海 旺 图 和 行 旺 运行 表 ， 臣 器 的 下 进 
刺激 了 弹道 问题 的 探讨 ， 运 河 的 并 此 ， 媒 击 的 修筑 ， 行 时 的 林 回 
罗 道 理论 等 等 都 负数 学 所 出 了 新 的 要 求 。 由 于 对 事物 适 动 与 变化 
的 研究 成 为 自然 科学 的 中 心间 题 ， 沪 等 数学 已 经 不 能 满 呈 要求， 
必须 推动 新 的 数学 工具 的 产生 ，。 

变量 数学 时 期 以 第 卡 此 的 属 析 几 柯 学 的 建立 为 起 点 。1637 年 
簿 上 长 儿 的 《几何 学 一 书 出 版 ， 标 志 关 数学 的 一 个 重大 转折 .几何 
学 } 由 3 部 分 组 成 ;第 一 部 分 是 仪 用 圆规 和 商 尺 就 能 解决 的 作 图 问 
题 ;第 二 部 分 是 论 此 线 的 特征 :第 三 部 分 涉及 三 次 和 三 次 以 上 的 方 
程 的 求解 问题 ， 笠 卡 儿 解析 几何 的 核心 思想 是 利用 代数 方程 探讨 
几何 作 图 问题 .和 馈 卡 和 的 解析 儿 何 的 优点 是 ， 首 先 ， 在 17 世 纪 以 
前 ， 几 徊 学 占 比 治 凶 位 ， 连 代数 概念 和 公式 通常 也 用 几 柯 形式 天 
示 ， 而 税 卡 儿 发 现代 数 具 有 表述 简单 ， 推 导 方 便 ， 比 几 徊 更 具有 
普 误 性 等 优点 ， 箭 卡 儿 的 工作 ， 主 要 优点 在 于 使 贾 者 结合 ， 客 观 
上 加 强 了 代数 在 数学 中 的 地 位 ; 其次， 第 儿 甲 字母 表示 线段 ， 
并 通过 引进 惟 标 系 这 一 具有 普遍 意义 的 方法 ， 用 代数 方程 来 描 绽 
几何 曲线 ， 解决 了 一 系列 复杂 的 问题 ， 还 有 笛 卡 儿 进 一 步 提出 了 
“音量 "的 概 侈 ， 他 用 字母 才 示 未 知 量 是 一 种 动态 的 思想 。 例 如 ， 
自 出 落体 送 动 ， 设 物体 下 落 时 间 为 :落下 的 距离 为 s， 假 定 开 始 


证 落 的 时 刻 1=0， 那 么 s 与 区 相 依 关系 由 公式 ，s 一 廊 9f 给 定 ， 


其 中 9 是 重力 加 速度， 若 自 变量 :变化 ， 则 为 变 量 * 也 随 着 变化 ， 
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这 就 包含 车 变量 和 函数 的 概念 ， 笛 卡 儿 把 几何 曲线 看 作 是 动 点 的 
轨迹 。 轧 格 斯 对 此 作 了 高 度 的 主 价 . “数学 的 转折 点 大任 卡 儿 的 变 
数 ， 有 了 变数 ,运动 进 入 了 数学 ， 有 了 变数 ， 辩 证 法 进入 了 数 
学 0". 

种 笠 卡 元 同 时代 的 法 国 数 学 家 费 马 (Pierre de Fermat, 
1601 一 1665), 也 是 解析 几何 的 他 始 人 之 一 .他 在 1629 年 写 了 《 平 
面积 立体 的 轨迹 引 论 》 一 书 《〈 上 出 版 于 1679 生 )， 就 用 代数 方程 来 表 
示 则 线 的 人 性质 。 此 外 ， 作 还 给 出 了 一 些 轨 迹 的 方程 ， 如 过 原 战 的 
直线 方程 、 任 意 直 钱 方 程 、 圆 的 方程 、 有 条 四 琅 程 、 退 申 线 方程 和 
抛物 线 方 程 。 费 马 的 这 部 著作 十 在 死 后 由 其 儿子 整理 出 破 的 ， 赴 
半 个 砷 纪 以 后 才 发 形 的 ， 所 以 大 和 们 往往 智 频 他 在 凶 立 解析 几何 学 
车 的 贡献 。 

解析 几何 在 计算 方法 上 的 显 落 借 点 ， 使 它 被 迅速 运用 到 省 个 
科学 领域 。 最 蔚 主 要 用 于 为 学 方面 ， 后 来 又 用 于 短程 测 地 学 、 坑 
海 学 、 历 法 计算 、 天 文春 测 、， 执 物体 的 运动 等 等 ， 近 民 更 进一步 
把 机 圆 和 扫 物 线 狗 念 应 用 双 电 磁 党 ， 声 学 。 解 析 上 几何 的 发 展 ， 较 
好 地 解决 了 这 些 问 题 。 还 有 解析 几何 为 代数 的 运用 销 平 了 道路 ， 
又 为 后 来 微 积分 的 产生 打下 了 基础， 

微 积 分 的 创立 ， 首 先是 为 了 解 央 17 世 纪 力 学 和 天 文学 问题 ， 
它们 主要 提出 以 下 由 类 问题 。 

第 一 类 问题 ， 已 知 物体 移动 的 距离 吉 为 时 间 的 函数 的 公式 ， 
求 物 体 在 任意 叶 刻 的 速度 和 加速 座 ; 或 者 反 过 来 ， 已 知 物体 的 加 
速度 表 为 时 间 的 函数 ， 求 物体 在 任意 时 刻 和 的 如 谋 ,或 已 和 物体 巡 
度 表 为 时 间 的 函数 ， 求 物体 在 任意 时 刻 的 移动 距离 。 这 类 问题 对 
-于 名 速 占线 运动 来 说 ， 常 量 数 举 就 可 以 解决 ， 但 近代 天 文学 、 力 
学 所 涉及 的 天 体 、 落 体 ，、 抛 射 体 等 运动 都 是 非 名 速 的 ,在 这 里 常 
基数 学 就 无 能 为 力 了 。 

第 二 类 问题 ; 已 知 此 线 求 曲线 的 切 强 。 这 一 问题 不 仅 古 扩 何 


Y 自 蓄 辩 正法 ， 人 取出 版 芷 ，1973 年 版 ， 第 286 殉 。 


学 本 身 的 发 展 担 出 来 的 , 世 是 科学 发 展 需要 解决 的 ,兴学 研究 和 透 
镜 的 设计 ,部 必须 知道 光线 射 入 透镜 的 角度 以 便 应 用 反射 定律 。 光 
线 的 入 射 人 第 与 光线 同 曲 线 的 法 线 有 关 ， 法 线 是 重 直 于 团 线 的 。 还 
有 研究 运动 物体 在 它 的 轨迹 上 任 一 点 不 的 运动 方 铅 ， 是 轨迹 的 切 
线 方 问 。 

第 三 类 问 题 ， 已 匈 函 数 求 画 数 的 最 大 值 和 最 小 值 。 情 如 在 天 
文学 中 要 找 上 出 行星 相 圆 轨道 的 近日 点 和 远 日 后 ， 在 力学 中 要 求 抛 
射 体 的 最 大 射程 和 最 大 高 度 ， 都 需要 进行 关于 函数 最 大 以 和 最 小 
值 的 计算 。 

第 四 类 问题 ， 求 蔓 线 的 长 度 、 由 曲线 转 成 的 面积 、 昌 面 组 成 
的 体积 、 物 体 的 重心 等 。 

16~17 世 纪 数 学 .的 发 展 为 这 些 间 是 的 解决 ， 人 礁 符 了 必要 的 基 
和 寿 ， 创造 了 必要 条 性， 从 而 产生 了 微 积 分 。 

微 积 分 是 山 英 国 数 学 家 牛顿 和 德国 数学 家 菜 布 尼 跃 ( 王 aibniz， 
Gottfried Wilholm，1646~1716) 各 自 独立 完成 的 。 和 牛顿 微分 
法 的 原型 是 速度 的 计算 。 已 知 运 动 政 程 s 对 时 间 + 上 的 关系 ， 求 任 
意 时 刻 的 速度 即 瞬时 速度 ， 这 问题 在 匀速 运动 情况 下 很 容易 拥 


决 ， 只 要 计算 离 数 二 即 可 ， 这 个 商 数 不 论 :与 + 大 小 如 何 总 是 党 


数 。 如 果 是 变速 运动 ， 那 么 要 计算 某 一 瞬间 的 速度 值 ， 只 能 用 在 
一 段 微 小 的 时 间 At 内 通过 微小 路 你 As 来 度量 ， 并 令 At 与 As 无 限 
缩小 ， 它 们 的 比率 便 相 当 于 那 一 躁 则 的 速度 ， 我 们 称 这 一 速度 为 
s 对 于 + 的 微分 系数 或 微 商 ， 并 记 作 -3 ， 把 这 里 的 时 间 + 与 路 


程 ; 和 | 下 人 条 本 人 四 下 全 可 的 拔 溯 和 多 就 得 到 确定 y 对 x 的 
变化 府 即 微 商 -4 之 一 的 一 般 法 则 ， 这 就 是 微分 运算 。 
入 分 运算 的 烛 运 外 即 从 变化 率 去 求 变 量 本 身 的 方法 ， 叫 做 


积分 。 在 上 述 变速 运动 的 例子 中 ， 已 知 速度 对 时 间 的 关系 ， 积 分 
基本 上 就 是 求 在 任意 时 刻 { 所 通过 的 路 程 的 方法 ,可 以 证 明 , 这 个 
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问题 和 寻求 在 表示 速度 与 时 间 关 系 的 申 线 ! 下 的 而 积 5S 的 回 题 完 
全 相当 。( 见 图 2-2) 从 丸 时 刻 到 所 时 废 所 通过 的 路 程 等 于 图 上 
速度 半 线 下 ， 对 应 于 六 和 所 的 两 条 线 之 问 的 册 边 形 面 积 值 。 积 
分 法 最 星 正 是 起 源 于 各 入 儿 何 图 形 面积 的 计算 ， 


图 2 


微分 和 积分 的 关系 。 以 物体 运动 前 速度 与 所 行路 程 之 各 的 关 
系 汶 例 ， 若 时 间 为 刀 则 当 At= 一 一 0 时 ,就 是 + 的 微分 dt。 可 
内， 时 间 +t 的 微分 时 是 对 + 的 无 限 缁 分 ， 它 对 + 来 说 ， 趋 于 消 
失 。 路程 s 的 微分 为 ds， 当 dt 是 无 限 小 时 ，d's 亦 是 无 限 小 。 所 
以 路 程 s 的 被 分 ds 也 是 对 的 无 限 细 分 。 所 以 对 某 一 量 的 微分 ， 
就 是 对 庶 量 的 无 限 细 分 ,也 就 是 把 该 避 * 化 整 为 零 " ,以 致 对 该 量 来 
说 站 于 消失 ,积分 概念 则 怡 洽 相反 ， 它 蚌 糙 无 限 包 个 微分 进行 “ 相 
加” ,也 就 是 “ 积 零 为 整 *. 所 以 微分 和 积分 是 恰好 相反 的 运算 过 程 。 
如 果 拒 上 面 山 边 形 面积 无 限 细 分 ,分 成 无 窃 个 长 方形 , 当 餐 个 长 方 
形 的 底 边 宽 放 接近 于 零 时 ,这 是 微分 .然后 把 这 无 穷 多 个 长 方形 面 
积 相 加 ,就 最 弘 转 化 为 曲 边 形 的 而 积 了 ,正如 转 格 斯 曾经 案 道 :“ 如 
果 一 标 水 的 最 上 面 一 屋 分 子 蕉 发 了 , 那 末 水 屋 的 高 度 x 就 减 了 dx 
这 样 一 层 分 子 叉 一 层 分 了 于 地 继续 燕 发 ， 带 实 上 就 是 一 个 连续 不 断 
的 微分 ， 恕 果 热 的 水 蒜 气 在 同一 个 容器 中 出 于 压力 和 冷却 又 闪 鱼 
为 水 ， 面 且 分 子 一 尽 怀 一 层 埋 积聚 起 来 《在 这 里 ， 我 们 必须 搬 开 
那些 使 过 程 变 得 不 纯粹 的 附带 情况 ) 直到 容器 注 了 为 止 ， 那 末 这 
19 
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里 就 真正 进行 了 一 种 积分 ， 这 各 积分 和 数学 上 上 的 积分 不 朵 的 地 齐 
只 在 于 :一 种 是 由 人 的 头脑 有 意识 地 完成 ， 另 一 种 是 由 自然 界 无 
意识 地 完成 的 ” .全 

19 世 纪 经 过 栖 西 《Augtstin-Lotis Cauchy,，1789 一 1857) 
和 维 名 斯 特 拉 捧 (人 玫 afrl Theodor Wilhelm Weierstrass, 1815~ 
1897， 和 人 德国 ) 等 人 的 工作 ， 才 给 微 积 分 瘟 定 了 严 禾 的 理论 基础 。 
从 而 兴起 了 一 太 批 新 的 数学 分 支 ,如 级 数论 .函数 论 .、 变 分 法 ,微分 
方程 等 ， 构 成 了 一 个 分 支 众 多 的 数学 分 析 。 它 和 代数 学 ， 儿 何 学 
组 成 了 基础 数学 的 主体 和 核心 。 微 积分 的 建立 是 数学 史上 的 一 件 
大 事 ， 它 极 大 地 推动 科学 技术 的 发 展 ， 牛 转 研 究 天 体力 学 和 机械 
学 ， 匀 用 了 微分 方程 这 个 工具 ， 法 国 的 勒 维 耶 和 英国 的 亚当 斯 
(1 忆 - Adams,1819 一 1892) 使 用 了 微分 方程 ,各自 独 立地 计算 
出 了 尚未 观测 到 的 海王 民 的 位 置 。 现 在 ， 人 造 和 于 星 ， 白 动 控制 、 
各 种 电子 装置 的 没 计 、 弹 道 计 算 等 都 需要 应 用 微 积 分。 所 以 ， 微 
积分 成 为 现代 科学 枝 术 的 强 有 力 的 运算 工具 ， 


四 、 现 代数 学 的 形成 


19 世 纪 官 到 现在 是 现代 数学 时 期 ， 现 代数 学 是 研究 各 种 变化 
者 的 量 的 相互 关系 和 联系 的 学 科 。 如 果 说 初等 数学 是 醋 究 常量 的 
一 般 性 质 及 其 相互 关系 ， 高 等 数学 是 研究 变化 着 的 量 的 一 般 性 质 
及 其 相互 关系 ， 那么 ,现代 数学 不 仅 在 更 高 的 基础 上 ,继续 深入 地 
研 客 各 种 变化 者 的 量 之 癌 的 关系 ， 而 瑟 酉 究 各 种 变化 着 的 基 之 问 
的 可 能 关系 。 它 所 探讨 的 问题 范围 之 广 ， 等 级 之 深 抽象 程度 之 
高 ， 新 理论 之 多 ， 大 大 超过 了 初等 数学 和 高 等 数学 ， 数 学 已 在 生 
产 实 践 、 迁 学 实践 以 及 它 自身 发 展 的 基础 芋 ， 册 空 而 起 了 ， 

是 什么 力量 推动 现代 数学 以 前 所 未 有 的 速 庆 ， 疝 深度 积 广 度 
发 展 呢 ? 一 是 现代 化 生产 实践 的 需要 ， 二 是 现代 科学 技术 发 展 的 
需要 ; 三 是 数学 本 身 发 展 的 需要 ， 


各 4 向 和 此 辩证 法 s ， 人 民 时 版 社 ，1972 生 版， 第 347 现 。 
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现代 工农 业 生 产 和 机械化、 电气 化 ， 自 动 化 方向 发 展 。 在 现 
代 化 生产 实 距 过 程 中 。 人 类 认 襄 自然 、 改 造 自 然 揭 伙 模 和 程 庶 ， 
提高 到 了 一 个 新 的 水 平 。 人们 在 研究 现代 化 生产 实 区 中 揭示 出 来 
和 前， 日 益 众 多 的 客观 事物 的 数 和 形 的 关系 时 ， 就 不 能 不 对 数学 科 
学 提出 新 的 要 求 。 此 外 ， 现 代 化 前 生产 实 跤 ， 还 为 数学 研究 提供 
了 新 的 物质 技术 条 件 ， 电 子 计算 机 的 上 发 明和 制造 ， 对 数学 发 展 所 
起 的 巨大 和 作用。 

19 址 纪 末 到 20 世 纪 初 ,由 于 发 生 了 物理 学 的 革命 ,自然 科学 进 
入 了 一 个 新 的 历史 阶段 一 一 现代 科学 。20 世纪 40~50 年代， 由 
于 出 现 原子 能 、 电 子 计 算 机 和 空间 技术 ， 开 始 了 影响 极其 深远 
的 、 全 面 的 技术 革命 一 一 第 三 次 技术 革命 。 现 代 物 理学 和 现代 化 
技术 装备 ， 有 力 地 促进 了 化 学 ,天 文学 ,地 学 和 生物 学 的 进一步 发 
展 。 现 代 科 学 研究 对 象 日 益 超 出 人 类 舶 感官 范围 以 外 ,向 高 压 , 高 
盘 、 高 速 、 商 强 底 、 远 距离 、 自动化 发 展 。 以 长 度 单 位 为 例 ， 小 
到 1fmt 即 10715 米 ) 大 到 1 亿 万 光 年 ， 这 些 测量 和 研究 都 不 能 依赖 
于 感官 的 直接 经 验 ， 越 来 越 多 地 要 依 千 理论 计算 的 指导 。 各 门 基 
融 学 科 的 大 发 展 和 互相 渗透 ， 又 产生 了 大 量 的 边缘 学 科 和 综合 性 
学 科 . 现 代 化 科学 技术 大 发 展 ， 必 然 要 对 数学 提出 更 高 的 要 求 。 从 
而 使 现代 数学 的 研究 对 象 和 应 用 范围 大 大 扩张 ， 不 断 地 揭示 了 一 
些 愿 先 在 来 相 下 很 远 的 领域 之 间 ， 同 样 存 在 着 数 和 形 的 统一 性 。 

新 的 数学 理论 .数学 成 果 的 建立 与 取得 ,产生 于 解答 前 人 遗传 
下 来 的 未 能 解决 的 门 题 ,以 及 当前 数学 发 展 担 出 的 新 间 题 .数学 问 
题 是 数学 发 展 的 重要 源泉 。 陈 景 润 (1933~… 在 崩 德 巴赫 猜想 上 
取得 的 重要 成 果 , 就 是 一 例 . 数 学 工作 者 为 解答 前 人 遗留 的 问题 和 
当前 数学 发 展 提出 舶 新 间 题 。 要 花费 巨大 的 精力 和 时 间 。 尽 管 对 
其 中 的 一 些 问题 已 经 获得 解决 ， 但 也 还 有 一 些 问 题 至 今 仍 未 得 
到 解答 。 然 而 全 这 个 创造 性 劳动 的 过 程 中 ， 创 们 却 创立 了 不 少 的 
新 概念 ， 新 理论 和 新 方法 。 这 些 新 的 概念 、， 理 论 和 和 方法， 往往 比 
他 人 科 企图 解答 的 问题 本 身 更 有 价 懂 。， 

从 19 二 纪 20 年 代 到 ?0 年代， 是 现代 数学 的 准备 阶段 ， 这 个 
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济 段 以 非 欧 几何 、 群 论 和 分 析 严 格 化 三 大 成 就 为 特征 ，。 

非 欧 几何 学 是 在 2000 余 年 来 证 明 欧 几时 得 “平行 公理 "的 尝试 
历 足 失败 的 情 滴 下 建立 的 ， 在 这 种 新 的 几何 中 ， 尿 来 意义 的 平 
行 公理 《 即 过 直线 外 一 点 只 能 作 一 条 平行 线 ) 不 表 成 立 ， 认 为 过 
直线 外 一 点 。 可 以 作 两 条 直线 与 原 直 线 平 行 ， 还 认为 三 角形 的 三 
内 各 之 和 ， 小 于 180 "等 。 这 则 双 思 几何 。 这 种 新 的 玫 何 称 为 非 欧 串 
何 ， 是 恤 国 数学 家 野 巴 切 去 斯 基 ( HHEoma 妆 IIaaRoBHI llofbaue 
Bern，1792~1856》 于 1826 年 创建 的 。 几 和平 同 时 由 好 牙 利 数学 
家 丁 . 波 尔 约 【Janos Bolyai，1802 一 1860) 发 明 高 斯 (Carl 
Priedrich Gauss，1777 一 1855， 德 国 数学 家 ) 也 独立 发 明了 非 欧 
区 何 。 大 们 发 现 野 氏 玫 何 与 欧 氏 几何 相互 间 没 有 了 矛 潮 ， 欧 氏 有 几何 
是 日 常 小 范围 空间 和 条件 下 ,可 将 空间 视 为 绝对 平 直 空间 的 友 蜡 ,而 
罗氏 几何 是 天 文学 上 的 大 尺度 字 宙 空间 ,总 项 空 间 的 反映 ,所 以 ， 
非 欧 元 何 打破 几 千 年 来 人 人们 认为 现实 空间 只 有 网 氏 绝 对 平 且 的 空 
闻 一 种 ， 使 人 们 对 空间 观念 的 认识 发 生 了 飞 片 ， 发 现 儿 何 的 产 水 
则 ， 扩 大 了 上 何 研究 对 象 各 应力 范围 。19 世 纪 中 时 以 后 ， 叉 产生 
高 维 几 何 学 ， 歼 党 几何 学 、 射 影 几 和 何 学 等 新 学 科 。 

群 论 导 源 于 对 五 次 以 上 代数 方程 根 式 求解 的 研究 ， 它 最 先 由 
法 国 青 年 数学 家 人 贰 罗 丙 (Evariste Galois, 1811 一 1832) 提出 。 格 
罗 丽 的 群 ， 杰 来 用 来 刻 划 代数 方程 根 之 间 的 置 欣 性 质 的 ， 后 被 推 
广 汶 描述 各 种 数学 与 物理 对 象 的 对 称 性 质 的 普遍 工具 。 群 论 的 则 
现 ， 标 志 著 代数 对 象 的 本 质 扩 张 。 代 数学 不 亚 仅 仅 是 研究 递 常 数 
的 运算 关系 ， 而 更 多 地 是 研究 象 " 群 "这样 定义 了 抽象 的 运算 的 数 
学 结 宰 。 愧 罗 华 之 后 ， 这 类 抽象 的 对 象 层 出 不 穷 ， 数 学 家 又 引进 
环 、 域 、 四 元 数 、 李 群 ， 还 有 矩阵、 向 量 、 张 量 。 加 上 布尔 代数 
的 建立 ， 鸽 古 若 的 代数 学 也 面目 一 新 。 

分 析 的 严格 化 是 为 了 消除 早 卡 微 积分 的 逻辑 缺陷 而 逐步 建立 
的 。 由 于 时 代 限 制 ， 和 牛顿 和 菜 布 尼 艾 的 微 众 分 大 厦 基 础 起 不 稳 辐 
的 ， 这 使 但 们 的 理论 在 整个 18 世纪 遭 到 尖 铅 的 批评 。19 世纪 数 
学 家 进行 分 析 严 格 化 运动 。 这 一 运动 出 法 国 数 学 家 柯 西 、 高 斯 、 
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阿 凤 和 尔 (MNiels Henrik 上 bel1802 一 1829 ,挪威 数学 家 ) 等 人 发 起 ,至 
德国 数学 家 维尔 斯 尾 拉 斯 各 床 挫 尔 【Maotitz Benedikt Cantor 
1829 一 1920， 德 国 数学 家 ) 等 集大成 ,分 析 基 本 概念 函数 ,极限 . 微 
分 、 积 分 ， 刀 至 实数 本 身 部 获得 了 精确 ， 普 遍 的 定义 。 在 严格 的 
微 积 分 基础 上 二， 复 变 了 蕴 数 和 数学 物理 繁 些 起 来 ， 一 些 较 汇 的 数学 
分 支 如 数论 、 概 率 论 等 也 获得 了 新 的 生命 力 ， 整 个 现代 分 本 的 广 
阅 天 地 打开 了 了， 

19 坦 纪 70 年 从 以 后 ,现代 数学 真正 形成 了 , 这 个 时 期 的 重要 等 
征 是 集合 论 开 始 占 沼 统治 地 人 位。 集合 论 是 碌 托 尔 适应 分 析 严 的 化 
需要 而 建立 的 ,集合 "* 象 数 一 样 是 高 度 抽 每 而 又 普遍 的 概念 ,用 集 
合 论 的 语 许 重新 描述 或 解 关 代数 ,几何 与 分 析 中 长 期 存在 的 问题 ， 
在 20 世 纪 初 引出 了 实 变 冰 数 论 ， 插 和 象 代数 ， 点 集 拓 了 扑 学 秋 泛 函 分 
析 等 现代 数学 分 支 ， 集 合 论 现 已 滩 入 几乎 所 有 的 数学 领域 而 成 为 
现代 数学 的 通用 话 言 。 

集合 论 也 不 是 天 农 无 幼 ， 围绕 着 如 何 解 决 集 合 论 中 出 现 的 好 
辑 矛 盾 即 所 谓 “ 悖 论 " 问 题 ， 在 20 世 纪 早 期 形成 了 关于 数学 基础 的 
三 大 学 派 一 一 人 逻辑 主义 、 直 觉 主义 和 形式 主义 。 他 们 之 间 的 激烈 
争论 ， 促 使 数学 家 们 对 狼 学 基础 达到 了 更 深刻 、 更 木质 的 理解 ， 
对 数学 基础 的 拧 河 又 维 切 了 另 一 门 学 科 一 一 以 数学 推 青 本 身 的 分 
本 为 对 象 的 数理 次 辑 的 进步 。 

20 世 纪 40 年 代 ， 随 善 现 代 化 大 生产 发 展 ， 尖 端 科学 与 军事 技 
术 的 和 再 要 ， 洽 现 出 大 量 新 的 应 用 数学 分 支 ， 肉 容 的 丰富 ， 应 用 的 
广泛 ,名 目的 繁多 ,都 是 史 无 前 倒 和 的 ,如 对 策 论 ( 是 用 数学 方法 研究 
竞争 中 是 否 存 在 制胜 对 方 移 最 优 售 赂 ， 以 及 如 何 找 到 这 些 策略 等 
问题 )， 规划 论 《研究 计划 管理 工作 趾 关 安 指 和 知人 包 约 问题 》， 
排队 沦 《研究 公用 事 亚 经 党 出 吏 排 队 的 现象 )， 最 优化 方法 (研究 
在 工程 技术、 国防 科学 、 社 会 科学 以 及 工商 业 慢 易 邦 门 中 ， 怎 翌 
在 给 定 移 条 性 下 ， 充 分 利用 现 有 的 人 力 物 力 。 使 得 完成 某 一 项 工 
作 最 快 最 省 或 质量 最 好 ); 还 有 控制 论 、 信 息 论 ， 系 统 论 等 学 科 ， 
40 年 代 以 后 应 用 数学 的 分 支 像 十 后 春 舌 一 般 出 现 ， 它 在 解决 了 大 
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量 的 实际 问题 中 不 断 发 展 半 大， 尤其 是 电子 计算 机 的 出 现 ， 十 数 
学 史上 的 一 件 太 事 ， 过 去 有 些 数学 上 不 能 解 次 的 问题 ， 现 在 有 了 
解决 的 可 能 ， 为 数学 的 应 用 开 迟 了 广 咎 的 前 途 ， 推 动 了 数学 的 发 
展 。 数 学 与 其 他 领域 相互 活 透 又 出 现 许多 边缘 学 科 与 交叉 学 科 ， 
如 生物 数学 ”数学 地 质 学 、 数 学 经 济 学 、 数 理 语 育 学 、 计 量 历史 
学 、 定 量 社会 学 等 等 ， 形 成 一 门 系统 虎 大 、 分 文 众多 的 现代 数 
学 。 就 像 一 棵 根深 半 臣 的 大 树 一 样 ， 忆 粗壮 的 桔 干 何 千 图 分 贞 丁 
许多 枝 灵 ， 这 就 是 整个 数学 王国 莲 盾 发 展 的 总 面貌 。 


了 


4 


性 
下 


第 三 章 ”测度 论 、 勒 贝 格 积分 学 
与 实 变 函 数论 


17 世 纪 随 着 科学 技术 的 发 展 ， 数 学 由 常量 数学 进入 到 变量 数 
学 ， 创 建 了 微 积 分 。 它 在 数学 发 展 中 的 则 位 是 十 分 重要 的 ， 它 是 
继 欧 几 里 得 几何 学 之 后 ， 全 部 数学 中 的 一 个 最 大 的 创造 。 位 是 ， 
微 积 分 的 发 展 经 历 了 漫长 而 曲折 的 道路 ， 才 成 为 数学 中 的 一 大 部 
门 一 一 数学 分 析 ， 成 为 现代 科学 技术 发 展 的 强 有 力 的 运算 工具 。 


一 、 千 顿 、 莱 布 尼 获 的 微 积分 


17 兴 纪 , 有 许多 科学 问题 轩 要 和 解决, 这些 问题 也 就 成 了 促使 微 
积分 产生 的 因素 ,归结 起 米 , 大 约 有 四 类 问题 ， 第 一 类 问题 是 研究 
运动 的 时 候 直 接 出 现 的 ， 也 就 是 要 求 出 胜 时 速度 的 问题 ， 第 二 类 
问题 是 求 曲线 的 切线 的 问题 ， 第 三 燃 问 题 是 求 函数 的 最 大 值 和 最 
小 值 问题 ， 第 由 类 问题 是 求 电线 长 度 ， 上 曲线 力 成 的 面积 、 岂 面 转 
成 的 体积 ， 物 体 的 恒心， 以 太一 个 体积 相当 大 的 物体 作用 于 另 
一 物体 上 的 引力 塞 问题 。17 世 纪 的 许多 著名 数学 家 、 天 文学 家 对 
上 述 问题 进行 了 大 晤 的 研究 工作 ， 如 费 马 、 笛 卡 儿 、 刻 卜 勤 等 都 
提出 过 许多 有 价值 的 理论 ， 为 微 积分 的 创立 作出 了 贡献 。 

17 世 纪 下 半 叶 ， 在 前 人 工作 的 基础 上 ， 英 国 的 牛顿 和 德国 数 
学 家 药 布 尼 蕊 分 别 在 各 自 的 国家 里 研究 和 完成 了 微 积分 药 创 立 工 
作 。 他 们 各 自 独立 地 建立 起 微 积分 学 的 体系 。 他 们 的 最 大 功绩 是 
把 两 个 散 似 不 相关 的 省 题 联系 起 来 ， 一 个 是 求 切线 问题 (微分 学 
药 中 心 问题 )， 一 个 是 求 积 问题 〔〈 积 分 学 的 中 心 问题 )。 

牛顿 研究 徽 积 分 着 重 于 以 运动 末 考 察 ， 牛 顿 殴 写 过 三 篇 有 关 
微 积分 的 论文 ， 第 一 篇 为 《运用 无 穷 多 项 方程 的 分 析 学 }， 写 于 
1669 年 ， 他 在 朋友 中 散发 过 这 本 小 册子 ， 并 于 1711 年 正式 出 版 ， 


25 


Un dp HH -十 一 “AP bc ii er he de i Ph | dh le- Lp lik: et pa ririer He er hh 


文中 午 顿 不 羽 给 山 了 求 一 个 变量 对 于 另 一 变量 的 有 瞬时 变化 率 的 普 
遗 方法 ,而 且 证 明了 而 积 可 以 由 求 变 化 率 的 道 过 程 得 到 , 因为 而 积 
也 正 是 用 无 穷 小 面积 的 和 来 吉 示 而 获得 的 。 午 罩 比 李 的 前 蝶 者 前 
进 了 一 步 .前 人 认为 是 特殊 的 例子 并 且 只 古 模 糊 预 见 到 的 事实 ,而 
千 旺 看 出 了 它 的 普遍 性 。 它 应 用 这 个 方法 得 到 许 守 曲线 的 面积 。 
他 还 给 出 了 一 个 法 则 ， 画 数 之 和 的 不 定 积 分 是 各 个 函数 的 积分 之 
和 ， 和 牛顿 对 微 积分 的 探讨 ， 用 了 无 穷 小 量 的 方法 ,用 时 无 限 小 的 
量 ， 不 可 分 的 黄 ， 而 他 对 这 些 概 念 和 这 样 做 在 乌 辑 上 是 不 消 楚 
的 ，1671 年 他 写 了 题 为 《 流 数 法 和 无 穷 级 数 》 的 书 ， 于 1736 年 正 
蕊 出 版 ， 书 中 生 顿 引进 了 他 独特 的 记 法 和 概念 。 他 所 他 的 变量 看 
作 是 由 点 、 线 、 面 的 连续 运动 所 生成 的 ， 而 不 是 无 限 小 单元 的 集 
合 。 牛 申 把 变量 叫做 “流量 "， 用 x、y 表 示 ， 其 关于 时 间 的 变化 
率 叫 做 “ 流 数 *"， 用 x， yy 束 示 。 书 中 在 计算 方法 和 应 用 方面 有 很 
大 进展 ，1676 年 他 写 了 第 三 篇 题 为 《 求 曲 边 形 的 面积 》 的 论文 ， 
于 1704 年 正式 发 表 ， 进 一 步 曾 明 他 的 基本 概念 。 他 试 酝 排 除 无 限 
小 的 所 有 并 迹 ， 并 对 导数 的 实质 作 了 更 明确 的 论述 。 它 的 重点 在 
于 用 孙 数 值 的 变化 与 自 变量 之 值 的 变化 的 比 来 描述 导数 。 

生 略 关于 微 积分 的 论文 和 著作 ， 都 没有 立即 发 表 。 牛 顿 第 一 
次 公开 发 表 有 关 币 积分 的 论述 ， 是 在 1687 年 出 版 的 《自然 哲学 之 
数学 原理 》 一 书 。 在 《原理 }》 中 ， 后 顿 只 是 提 到 了 微 积 分 ， 还 没有 
对 微 积 分 进行 系统 的 病 述 。 

莱 布 尼 获 是 德国 博学 的 哲学 家 和 数 尝 家 ， 他 研究 求 晶 级 切 级 
和 求 曲 边 梯形 面积 的 问题 ， 开 始 独立 地 建立 了 一 套 微 积分 理论 . 
他 注意 到 求 曲线 的 切 级 需 变 确 定 曲线 的 级 坐标 之 差 和 模 誉 标 之 
汰 的 比 ， 而 求 曲 边 梯形 面积 则 需要 确定 曲线 的 纵 坐 标 之 和 ， 于 是 
他 把 微分 问题 和 积分 问题 联系 起 来 ， 把 潍 者 看 作 互 逆 运 算 。 大 约 
在 1673~1676 年 间 他 符 了 成 百 页 的 笔记 ,创立 了 一 套 关 于 无 限 
小 量 的 求 “ 差 "法 和 求 * 和 "法 ， 即 微分 学 和 积分 学 . 

1684 年 莱 布 尼 落 发 表 了 《关于 求 极 大 和 极 小 以 及 切线 的 一 种 
新 方法 ， 它 对 分 数 或 无 理 数 也 适用 》 论 文 。 在 这 篇 论文 中 ， 他 介 
Fi 


名 了 一 个 量 的 微分 的 定 久 ， 还 介绍 了 和 . 积 . 识 、 朝 、 丰 的 微分 法 
则 ， 以 及 关于 切线 和 极 大 ， 极 小 、 拟 点 等 问题 的 应 用 例子 。 1686 
年 他 的 4 潜在 的 几何 与 分 析 一 一 不 可 分 和 和 无限》 一 书 出 版 ， 在 书 中 
提名 了 积分 的 概念 ， 他 把 积分 定义 为 一 个 量 的 所 有 值 的 和 ， 或 无 
穷 多 个 无 限 窗 的 矩形 之 和 ， 把 重点 放 在 定 积分 上 。 莱 布 尼 茨 对 微 
积分 更 男 一 重大 贡献 是 创造 了 一 套 十 分 方便 明晰 的 符 导 系 统 ， 志 
今 我 们 使 用 的 微分 ， 导 数 、 积 分 等 符号 都 是 由 他 首 刨 的。 如 他 创 
造 了 dz、dy 表示 微分 ， 用 Jf(x)dzx 表示 积分 的 符号 ， 这 些 符 号 
比重 顿 使 用 的 人 (相当 于 dx).y 《相当 于 条 ) 等 更 为 简便 . 

咎 顿 和 莱 布 尼 艾 在 创建 微 积分 上 的 基本 功绩 是 把 前 人 在 实际 
宁 应 用 的 茶 一 方法 加 以 概括 和 提升 ， 使 之 变 成 适合 一 般 方程 的 运 
算 方法 ,并 且 措 出 微分 和 积分 更 互 逆 过 程 .他 们 的 工作 标志 着 微 积 
分 的 诞生 .但 只 是 到 了 19 世 纪 , 经 过 柯 西 和 维尔 斯 特 拉 斯 等 人 的 工 
作 ， 微 积分 才 有 了 严格 的 理论 基础 。 从 此 兴起 了 一 大 批 新 的 数学 
介 支 ， 如 级 数论 ， 函 数论 、 微 分 方程 、 积 分 方程 、 变 介 法 等 ， 构 
加 了 分 支 众多 和 的 分 析 学 . 


二 、 积 分 学 的 一 次 革命 一 一 测度 论 ， 勘 贝 咎 积分 


随 着 数学 分 析 的 深入 研究 ，1902 年 法 国 数学 家 勒 贝 烙 (Henri 
Léon Lebesgue, 1875~1941) 提出 测度 翻 册 烙 积分 ， 推 广 了 
” 长度、 面积 积分 等 概念 ， 发 展 了 定 积分 定义 ， 为 实 变 函数 论 移 产 
生 赣 定 了 理论 基础 。 

1， 勒 贝 格 吉 分 的 产生 

19 世 纪 补 , 微 积 分 学 已 经 基本 上 成 熟 了 ,已 经 建立 起 分 支 众 害 
的 介 析 学 。 但 是 ， 微 学 家 逐渐 发 现 分 析 学 的 基础 本 身 还 存在 许多 
问题 ， 比 如 ， 仁 么 是 函数 9 这 个 比较 简单 而 且 十 分 重要 的 问题 ， 
数学 界 并 没有 一 到 的 见解 ， 以 致 长 期 争论 各 种 各 样 的 解答 ， 漠 不 
洗 楚 究竟 谁 是 正确 的 。 又 如 连续 性 和 连续 函数 前 性 质 是 什么 ” 微 
学 界 也 没有 足够 清楚 的 理解 。19 世 纪 初 ， 曾 经 有 人 试图 证 明 任 何 
连续 函 微 除 个 别 的 点 外 总 是 可 微 的 。 后 来 德国 微 学 家 外 尔 斯 特 拉 
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斯 研究 了 由 级 数 定义 的 下 列 函 数 ， 


f(x)= Ya'cos(brx) 
(0<a<1,， 5 是 一 个 奇 敬 , 而 且 ab>> ! 十 二 z)， 这 个 级 数 被 收 


伊 级 数 对 qa" 所 控制 ， 所 以 是 均匀 收敛 的 ,并 且 它 的 和 是 x 的 到 处 


连续 的 函数 。 但 是 ， 外 尔 斯 特 拉 斯 证 明了 这 个 函数 在 任何 点 上 都 
没有 导数 。 连 续 范 数 也 有 处 处 不 可 微 的 ， 这 个 事实 使 许多 数学 家 
大 为 吃 凉 

后 来 ， 人 们 又 陆续 发 现 了 其 他 许多 函数 是 连续 的 ， 但 处 处 不 
可 徽 ，1875 年 ， 法 国 数学 家 达 布 证 明 ， 不 连续 函数 也 可 以 求 定 积 
分 ,而且 不 连续 和 的 点 可 以 有 无 限 多 个 ,只 要 它们 包含 在 长 亩 可 以 和 性 
意 小 的 有 了 腿 个 区 间 之 内 就 行 。 这 又 是 一 大 类 怪 函 数 。 狄 利克 置 在 
研究 三 角 级 数 时 ， 又 举 出 了 在 无 理 点 上 取 慎 90， 在 有 理 点 上 取 值 
1 的 航 端 病态 男 数 ， 它 是 黎 扣 意义 下 不 可 积分 函数 的 最 简单 的 代 
起 。 

这 些 辣 楚 晒 数 的 出 现 , 礁 二 了 18 钼 纪 上 古典 数学 的 优美 ,大 们 究 
竟 访 如何 对 待 它 ” 一 种 批评 意 郊 认为 “这 是 一 种 变态 的 不 健康 的 
函数 ",“ 它 是 无 秩序 和 混 配 的 标志 ", “脱离 实际 的 空洞 的 抽象 理 - 
论 ”"， 其 中 大 数学 窒 庞 加 节 (Jules-Henri Poincaré 1854~1912 
法 国 数 学 家 》 尤 其 怀疑 这 种 新 理论 。 

这 些 都 促使 数学 家 深入 研究 ， 设 法 处 理 这 些 函数 ,仅仅 恢 
车 直观 观察 和 猜测 是 不 行 的 ， 必须 深入 研究 各 种 机 数 的 性 质 。 
比如 ， 连 续 函 数 必 定 可 积 ， 但 是 共有 什么 样 性 质 的 不 连续 函数 也 
可 积 呢 ? 加 时 改变 积分 的 定义 ， 可 积 条 忻 又 是 什么 样 的 ? 连续 范 
数 不 一 定 可 导 ， 那 么 可 导 的 充分 必要 条 人 忻 父 是 什么 样 和 的 ? 等 等 。 
对 病态 函数 研究 ， 说 明 直 理 并 不 因为 虎 加 菜 祝 威 徇 反 对 而 变 得 停 
清 不 前 。 法 国 育 年 煞 学 家 惑 只 格 不 声 不 响 屯 醋 究 各 种 病态 函数 ， 
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终于 导致 了 一 场 积分 学 的 革命 

2， 勒 贝 祝 积 分 的 内 容 

勒 贝 格 1875 年 生 于 法 国 东北 部 的 博 书 ， 他 在 那里 读 中 学 . 
1894~1897 年 壕 入 著名 的 法 国 巴 黎 高 等 师范 学 校 攻读 数学 。 这 时 
受到 波 革 尔 【《FelixEdouard-Justin-Einile Boreli871~1956) 深 
刻 思 想 的 震 奖 。 毕 业 后 亿 回 南 希 ， 在 一 所 公立 中 学 教书 ， 这 时 他 
潜心 研究 三 角 级 数 以 及 测度 和 积分 ，1902 年 ， 勒 贝 格 发 表 《 积 分 ， 
长 度 与 面积 》 一 文 ， 第 一 次 系统 地 独 述 他 关于 测度 和 积分 的 思想 。 
同年 ， 他 在 巴黎 大 学 理学 院 租 过 了 博士 学 位 。 使 各 中 格 成 名 的 两 
本 专著 是 :《 论 三 角 级 数 闪 1903 年 )、 《关于 积分 法 和 原 函 数 研究 的 
讲义 江 1904 年 )。 

积分 革命 首先 从 长 度 概念 的 扩充 入 手 。 众 所 周知 ， 函 煞 的 定 
积分 从 分 割 区 河 为 有 限 个 子 区 间 开 始 ， 然 后 将 子 区 癌 长 度 乘 以 该 
矛 区间 内 某 点 的 函数 值 并 作 和 。 当 分 割 加 密 ， 子 区 问 长 度 直 于 
时 ， 积 分 和 的 极限 就 是 定 积分 。 法 国 数学 家 波 莱 尔 在 19 世 纪 就 考 
虑 ,区 间 有 长 度 ,其 他 点 集 是 否 也 可 以 有 长 度 ? 真 线 上 的 开 集 可 以 
表示 为 一 列 开 区 人 间 之 和 ， 就 以 这 列 区 间 长 度 之 和 为 该 开 集 的 “ 测 
度 "。 开 集 关于 茶 区 间 的 补 集 是 闭 集 ， 于 是 闭 集 的 测度 定义 等 于 
区 间 长 减 去 开 集 的 测度 。 直 线 上 任意 一 个 点 集 互 ， 落 用 开 集 各 包 
起 来 ， 则 认为 E 的 测度 小 于 @ 的 测度 。 这 种 外 包 集 G 可 以 有 很 
多 ， 它 们 的 调度 的 下 确 界 叫 向 EE 的 外 测度 。 同 样 ， 用 闭 集 下 从 内 
部 填 E， 把 所 有 可 以 填 进 去 的 闭 集 的 测度 的 上 确 界 叫 做 五 的 内 
测度 。 一 个 集合 的 内 测 虐 和 外 测度 相等 ， 则 称 为 E 有 测度 。 这 
样 一 来 ， 直 线 上 一 列 点 的 测 庶 是 0， 因 为 外 包 的 一 列 区 间 长 之 和 
可 以 任意 小 ， 这 只 要 考虑 用 长 为 三， 训 ，… 吉 "的 一 列 区 河 去 


Ci2 


包 ， 询 它 揭 长 度 是 并 -二 -一 *。 由 这 一 结论 ,立刻 可 知 [0，1] 中 
的 有 了 昔 数 全 体 构成 的 点 集 有 测度 零 
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这 套 筷 想 ， 即 所 谓 珀 定 面 积 的 内 寺 外 包 法 。 本 来 导 源 于 直观 
的 数 方 格子 的 方法 。 为 了 推广 积分 概念 ，1893 年 ， 车 尔 当 (ama- 
ille Jordan1838~-1922 和 年， 法国 数学 家 ) 在 他 所 守 的 《分 析 教 程 》 
中 ,提出 了 “车 尔 当 容 度 ”的 概念 并 用 来 讨论 积分 ，1898 年 法 国 数 
学 家 教 菜 尔 把 容 度 的 概念 作 了 攻 进 ， 并 把 它 叫 做 测 府 。 教 菜 尔 的 
学 目 德 贝 背 (Henri Lion Lebesgue，1875 一 1941， 技 国 数 学 
家 ) 在 他 发 表 的 ¢ 积 分 、 长 度 、 而 积 》 一 文中 ， 将 这 套 想 法 更 加 一 
般 化 ， 引 号 了 可 列 可 加 油 谋 和 “ 勒 冉 禧 测 度 "、" 蔓 贝 格 积 分 " 舶 概 
念 。 勤 员 格 还 在 他 的 论文 《积分 和 原 函 数 的 研究 } 中 ， 证 明了 有 办 
机 数 黎 蔓 《Georg Friedrich Bernhard RKiemann 1826~1866, 
德国 数学 家 ) 可 积 抑 充分 条 件 是 不 连续 点 构成 一 个 零 测度 集 ， 这 
就 完全 解决 了 黎 曼 可 积 些 的 问题 。 勒 中 格 的 测度 论 ， 使 人 耳目 一 
新 。 氢 着 ， 勒 中 格 就 定义 一 征 积 分 ， 把 7(Cx) 定 义 的 区 间 [ec，2] 
按 乒 %) 的 取 值 情 襄 分 为 若干 个 勒 贝 格 可 测 集 ， 然 后 同 样 作 积分 
和 ， 如 果 积 分 和 有 极限 就 说 号 x) 是 勒 贝 略 可 积 的 原来 分 子 区 局 
时 韵 积分 如 有 果 不 收 贷 ， 现 在 用 分 子 可 测 集 的 方法 就 可 能 会 收 伍 ， 
于 是 许多 按 黎 曼 意 义 不 可 积 的 函数 ， 按 车 贝 猎 总 闵 却 恋 得 可 积 ， 
黎 曼 积分 与 勒 贝 格 积分 的 益 别 可 以 举例 说 明 如 下 : 设 有 太 量 不 同 
价值 的 钱币 ， 要 求 计 算 这 些 钱币 的 总 值 。 可 以 有 了 酚 种 布 同 的 计算 
方法 。 玉 然 可 以 用 任意 依次 累加 铺 的 价值 的 方法 ， 然 而 也 二 以 用 
另外 的 方法 来 计算 ， 就 是 用 将 钱 分 堆 加 的 办 法 ， 将 同样 价值 的 钱 
币 放 在 一 塔 ， 再 将 每 一 堆 钱 币 的 个 教 冬 上 这 堆 钱 币 的 单价 ， 然 后 
将 所 得 到 的 这 些 数 值 都 加 起 来 即 可 。 第 一 种 计算 钱币 的 方法 ， 对 
应 于 黎 曼 的 积分 过 程 ， 而 第 二 种 则 对 应 于 勒 贝 格 积分 过 程 。 勤 内 
铬 积分 对 积分 学 来 说 ， 是 一 个 巨大 的 究 破 . 

勒 贝 格 积分 一 出 现 就 用 来 研究 三 角 级 数 ， 很 容易 地 得 到 了 许 
多 重要 定 还 ， 改 进 了 到 那 时 为 止 的 函 琢 可 展 为 三 角 级 数 的 充分 条 
件 。 紧 接着 导数 概念 也 得 到 推广 ， 微 积分 中 的 生 瑞 一 著 布 尼 菊 公 
式 也 得 到 了 相应 的 新 结论 ， 一 门 微 积分 的 延续 学 科 一 一 实 变 商 数 
论 在 勤 由 烙 手 中 诞生 了 。 
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本 世纪 30 年 代 ， 勤 贝 格 积分 论 已 成 部 ， 并 在 概率 论 、 泛 函 分 
析 等 方面 获得 了 广泛 的 应 用 。 时 至 今日 ， 连 工程 师 也 不 得 不 接触 
这 些 病态 钮 数 ， 谈 论 抽象 积分 了 。 


三 、 实 变 函 数论 


实 变 函数 论 是 在 19 世纪 来 20 世纪 初 形成 的 一 个 数学 分 支 ， 
它 的 最 基本 内 容 已 成 为 分 析 学 各 分 支 的 普遍 基础 ， 

以 实 数 作为 自 变量 的 函数 叫做 实 变 函数 ， 以 实 变 务 数 作 为 研 
究 对 象 的 数学 分 支 电 做 实 变通 数论 。 在 微 积分 学 中 ， 主 要 是 以 连 
续 性 、 可 微 性 、 获 曼 可 积 性 三 个 方面 来 讨 论 函 数 (包括 函数 序列 
的 角 限 函数 )。 如 果 说 徽 积分 所 讨论 的 函数 都 是 性 质 “ 息 好 ”的 藤 
数 《 例 如 往往 假设 盘 数 连续 或 只 有 有 限 个 间断 点 ) 那 么 ， 实 变 函 
数论 是 从 连续 性 .可 微 性 .可 积 性 三 个 方面 讨论 最 一 般 的 函数 。 它 
所 得 到 的 有 关 的 结论 自然 也 适用 于 性 质 " 自 好 "的 函数 。 实 变 函 数 
论 是 微 积分 学 的 发 展 和 深入 。 

实 变 函 数论 以 点 集 论 为 基础 。 什 么 是 点 集 论 ? 点 集 论 是 专门 
研究 点 所 成 的 集合 的 性 质 的 理论 。 实 变 函 数论 是 运用 点 集 论 来 研 
究 和 分 析 数学 中 一 些 最 基本 前 概 念 和 性 质 的 ， 比 如 ， 点 集 函 数 、 序 
列 、 极 展 、 连 续 性 、 可 微 性 、 积 分 等 。 实 变 函 数论 还 要 研究 实 变 
通 数 的 分 类 问题 、 婧 构 问 题 、 基 本 运算 规则 和 各 种 表达 方法 问 
题 ， 以 及 积分 理论 、 通 近 理 论 等 。 

实 变 通 数 论 的 积分 理论 研究 各 种 积分 的 推广 方法 和 它们 的 运 
算 规 划 ， 

在 实 变 函 数论 中 ， 通 数 fx) 在 某 个 集合 五 上 定义 ， 如 果 忆 
本 身 可 测 ， 而 且 对 于 任何 实数 48， 集合 EEfCx) 汗 4a] 也 可 测 ， 就 说 
通 数 /xx) 是 可 测 函 数 。 可 以 证 明 ， 在 闭 区 间 上 给 出 的 任意 连续 函 
数 是 可 测 的 。 同 时 有 许多 不 连续 的 函数 ， 闽 样 也 是 可 测 的 。 

利用 勒 贝 格 积 分 来 研究 积分 问题 ， 永 远 可 以 按 有 界 导 通 数 
严 '(x) 来 恢复 它 的 原 函 数 忆 (xs)， 
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F(x)=(1)|* F(x) dre. 


式 中 网 《 工 ) 表示 这 个 积分 是 项 内 楷 积 分 。 

勒 贝 格 积 分 定义 也 可 以 推广 到 无 界 琐 数 的 情形 ， 这 个 时 候 要 
求 积 分 是 绝对 吃 伍 的 。 由 于 有 了 具有 可 列 可 加 性 药 测 庭 和 建立 在 
这 种 测 庆 基础 上 前 积分 ， 导 致 了 与 微 积分 中 函数 序列 的 点 点 收 敏 
和 一 致 收 伍 不同 的 一 些 新 的 重要 吃 伍 概念 的 产生 ， 它 们 是 玫 立 处 
处 收 敏 、 产 量 吃 伍 【 亦 称 依 测 许 旷 敏 )、 积 分 平均 收 黎 等 。 麻 量 了 收 
敛 在 概率 论 中 就 是 依 概 位 收敛 ， 有 具有 特别 重要 的 地 位 。 积 分 平均 
收复 在 一 般 分 析 学 和 中 也 是 常用 的 重要 收 颌 一般 正 交 级 数 的 无 
条 性 路 全 问题 在 实 变 函数 论 中 也 有 所 讨论 。 后 来 又 推广 到 积分 可 
以 不 是 疙 对 路 敛 的 情形 。 从 这 些 就 可 以 君 出 ， 勒 只 格 积 分 比 超 柯 
西 最 初 给 出 后 洒 又 所 黎 虹 发 展 的 老 积 分 定义 广大 密 了 了。 世 可 以 看 
出 ， 实 变 函 数论 所 研究 的 是 更 为 广泛 的 负数 论 。 

自从 外 尔 斯 特技 斯 证 明 连 续 函 数 必 定 可 以 表示 成 一 致 收 敏 的 
多 项 式 级 数 ， 即 连续 函数 必定 可 以 用 多 项 式 来 通 近 ， 在 实 变 函 数 
诊 的 领域 里 又 出 现 了 遏 近 论 的 理论 . 

什么 是 通 近 论 呢 *? 如 果 能 把 态 类 函数 表示 成 B 类 冰 数 (比如 多 
项 式 ) 的 极限 ， 就 说 和 类 函数 能 以 B 类 孙 数 来 代 近 。 如 果 已 经 掌 
担 了 B 类 函数 的 荣 些 性 质 ， 那 么 往往 可 以 由 此 推出 六 类 函数 的 对 
应 性 质 。 有 逼近 论 就 是 研究 郧 一 类 冰 数 可 以 用 另 一 类 函数 来 青 近 、， 
遂 近 的 方法 、 双 近 徇 程 庶 和 在 遂 近 中 出 现 的 各 种 现象 . 

和 这 近 论 密 鳃 相关 的 有 正 交 级 数理 论 ， 三 角 级 数 就 是 一 种 正 
奖级 数 ， 当 ao, Gls bi, ga, bar we 是 常数 的 时 候 ， 


二 ao 十 (alcosx 十 bisinoe) 十 [aacos2x 十 bsin2x 7 十。 


就 叫做 三 角 级 数 。 和 允 近 论 相关 的 还 有 一 种 理论 ， 就 是 从 某 一 类 
已 知 函 数 出 发 构造 出 新 的 函数 类 型 的 理论 ， 这 种 理论 电信 函数 构 
造 论 。 
总 之 ， 实 变 画 数论 和 古典 数学 分 析 不 同 ， 它 是 一 种 比较 高 深 
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精 风 的 理论 ， 是 教学 的 一 个 重要 分 文 。 它 的 应 用 广泛 ， 它 在 数学 
答 分 支 的 应 用 成 了 现代 数学 的 特征 ， 是 其 些 数 学 分 支 的 基本 工 
上 其， 而 且 它 的 观念 和 方法 以 及 对 各 数学 分 支 的 应 用 ， 对 现代 数学 
的 更 要 组 成 部 分 的 一 般 拓 扑 学 和 泛 函 分 伯 右 着 极其 重要 的 影响 。 


旬 、 依 里 叶 分 析 和 调和 分 析 


栈 里 叶 分 析 又 称 调和 和 分析， 它 是 19 世 纪 以 后 逐 浙 形成 的 数学 
分 析 中 的 一 个 重要 分 支 ， 主 要 研究 函数 的 傅 里 叶 变 换 及 其 性 质 。 
在 经 匠 了 近 两 个 进 纪 的 发 展 之 后 ， 研 究 领域 已 从 直 组 群 、 回 周 群 
扩展 到 一 般 抽象 群 。 关 于 后 者 的 研究 又 称 为 群众 的 香里 时 分 析 ， 
以 区 别 于 前 者 的 经 典 傅 里 中 分 析 。 人 和 情 时 时 分 析 作 为 数学 的 一 个 分 
支 “ 无 论 在 屋 念 或 方法 上 都 广泛 地 影响 著 数 学 其 他 分 支 的 发 展 ， 
弘 学 中 很 多 重要 思想 的 形成 ， 都 与 情 里 叶 分 析 的 发 展 过 程 省 切 相 
关 ， 

傅 里 叶 生 于 法 国 奥 塞 尔 , 1795 年 在 巴黎 综合 工科 学 校 任 讲师 ， 
由 于 当时 工业 上 处 理 金属 的 需要 ， 他 共事 热 流动 的 研 究 工 作 。 
i882 年 他 发 表 题 为 4 热 的 解析 理论 》 沦 交 ， 成 为 数 党 潮 上 一 部 经 典 
注 殉 文献 。 在 文中 ， 他 发 展 了 热流 动 方 程 ， 并 且 措 出 如 何 求解 ; 
在 求解 过 程 中 ， 他 提出 了 * 和 任意 * 周 期 酌 数 都 可 以 用 三 角 级 数 来 赤 
示 的 想法 ， 论 文 基本 上 所 括 了 他 的 数学 思想 和 数学 成 就 ， 以 系统 
融 运 用 三 角 级 数 和 三 角 积 分 而 著称 ， 被 称 为 傅 里 吐 级 数 和 傅 里 叶 
积分 。 他 的 这 种 数学 思想 ， 虽 然 缺 乏 严 烙 的 论证 ， 但 对 近代 数学 
以 及 物理 、 工 程 技 术 都 产生 了 深远 的 影响 ， 成 为 性 里 叶 分 析 的 起 
源 。 他 的 数学 思想 是 : : 

对 任意 给 定 的 周期 函数 f(x) 将 由 三 角 函 数 系 (cosnx, sinnx) 
(n=0, 1, 2, eee ) 组 成 的 无 穷 级 数 


+ 3 (Cacosnx bsinty 


{| 到 1 上 


与 之 对 应 ， 其 中 os 和 加 是 如 下 确定 的 常数 ，. 


0, 一 fp Yeosnxdx, b,=— 全 Jsinnxd 
"二 ) 半 nx dx, b,COo— 1 sinmxd 邯 


铺 里 叶 在 文中 提出 了 "任意 * 力 数 (实际 上 要 添 是 一 定 的 条 件 ， 例 
如 分 段 单调 ) 都 可 以 展开 成 三 角 级 数 , 他 列举 大 量 阴 数 并 运用 图 形 
来 说 明 函 数 的 这 种 级 数 表 示 的 普遍 性 .虽然 ,数学 家 欧 拉 和 区 尔 贫 
竟 也 曾 研 究 过 这 个 问题 ,人 是 , 当 傅 里 叶 提 出 研究 成 果 时 ， 却 使 人 
感到 如 此 新 轿 和 各 惊人，。 惰 插 叶 级 数 很 快 成 为 在 具有 已 知 边 办 条 
忻 的 偏 微分 方程 理论 中 的 重要 运算 工具 。 但 是 ， 当 傅 里 叶 提 出 顶 
数 可 用 三 角 级 数 来 表示 时 ， 他 的 想法 还 没有 给 出 明确 的 条 件 和 严 
档 的 数学 论证 ， 实 味 的 情形 人 们 腊 不 清楚 。 这 个 工作 ， 在 情 里 时 
级 数 的 特殊 情形 下 ， 由 数学 家 犹 利克 团 和 黎 曼 担负 起 来 。 后 来 数 
. 学 家 炙 利 殉 置 (Peler Gustav Lejeune Dirichlet, 1805~1859， 
短 国 数学 家 》 在 历史 上 第 一 个 给 出 了 函数 (x) 的 情 里 叶 级 数 妆 剑 
于 它 自身 的 充分 条 件 。 他 证 明了 在 一 个 周期 上 分 段 单 调 的 周期 闯 
数 下 的 人 导 里 叶 级 数 就 收 合 到 f 自身 。 歼 曼 对 做 里 叶 级 数 的 人 猎 究 
也 作 出 了 贡献 ， 黎 曼 于 1854 年 发 表 县 为 "用 三 角 级 数 来 表示 巴 数 ” 
的 论文 中 ， 为 了 使 得 更 广 一 类 函数 可 以 用 估 里 叶 级 数 来 表示 ,他 
第 一 次 明确 地 引进 并 研究 了 现在 称 之 为 黎 曼 积分 的 各 念 及 其 性 
质 ， 售 得 积分 这 个 分 析 学 中 的 重要 概念 ， 有 了 坚实 的 理论 基础 。 
想 证 明了 如 果 周 期 落 数 彤 2 在 [0，2r] 上 有 异 且 可 和 名， 则 当 盖 让 
于 无 穷 时 了 的 傅 里 时 系数 趋 于 0 。 此 外 ， 歼 曼 还 指出 ， 有 界 可 积 
站 数 了 的 情 里 叶 级 数 在 一 点 处 的 路 敏 性 ， 仅 公 依 赖 于 x) 在 该 点 
近 旁 的 性 质 , 这 个 非常 基本 而 重要 的 缚 果 称 之 为 局 部 性 项 焉 .20 世 
纪 和 勒 员 格 用 他 舶 积分 理论 ， 把 歼 曼 的 工作 又 推进 一 步 。 例 如， 根 
气 勒 员 格 积分 的 性 括 ， 芷 何 勒 贝 格 可 积 函 数 的 傅 里 时 级 数 ， 不 论 
站 敏 与 理 ， 都 可 以 冰 项 积分 。 这 个 钳 果 熏 铺 里 叶 分 析 发 展 得 更 完 
善 ， . 
己 畦 叶 韵 创造 性 工作 为 偏 微 分 方程 的 边 信 间 题 提供 了 基本 的 
求解 方法 一 一 愈 里 时 级 数 法 ， 从 而 极 大 池 推 动 了 微分 方程 型 论 的 


本 


一 


发 展 ， 特 别 是 数学 物理 等 应 用 数学 的 发 展 : 其 次 ， 情 里 叶 级 数 拓 
了 函数 概念 ， 从 而 极 太 地 推动 了 函数 论 的 研究 ， 其 影响 还 扩 及 

笨 里 叶 深 信和 数学 是 解决 实际 问题 的 最 卓越 的 工具 ， 并 有 生 认 为 
“对 月 然 界 的 深刻 研究 是 数学 最 窜 伐 的 源 僚 "。 沈 一 见解 已 成 为 数 
学 史上 强调 通过 实际 应 用 发 展 数 学 的 一 种 代表 性 的 观点 ， 
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第 四 章 ”微分 方程 和 数学 物理 


微分 方程 是 常 微分 方程 与 仿 微 分 方程 的 总 称 。 它 是 数学 的 重 
要 分 支 之 一 ， 它 几乎 和 微 积 分 同时 产生 ， 并 随 着 实际 需要 而 不 断 
地 发 展 。 


一 、 微 分 方程 

1. 微分 方程 的 来 源 

微分 方程 的 研究 米 源 极 广 ， 历 史 和 久远 。 当 和 人们 研究 力学 、 物 
理学 等 科学 技术 时 ， 常 常 出 现 一 些 问 题 ， 比 如 ， 物 质 在 一 定 条 件 
下 运动 变化 ， 要 寻求 它 的 运动 、 变 化 的 规律 ， 某 个 物体 在 重力 作 
用 下 和 目 更 下 落 ， 要 寻求 下 落 距 离 随时 间 变 化 的 规律 ， 火 箭 在 发 动 
本 推动 下 在 空间 飞行 ， 要 寻求 它 飞 行 的 轨道 《在 空间 中 的 一 条 曲 
线 )， 等 等 。 

物质 运动 和 它 的 变化 规律 在 数学 上 是 用 函 煞 关系 来 描述 的 ， 
因此 ， 这 类 问 题 就 是 要 去 寻求 满足 某 些 条 件 的 一 个 或 者 几 个 未 知 
的 函数 。 也 就 是 说 ， 风 是 这 类 问题 都 不 是 简单 地 去 求 一 个 或 者 玫 
个 回 定 不 变 的 数 代 ， 而 是 要 求 一 个 或 者 光 个 未 知 的 函数 。 

解 这 类 问 古 和 的 基本 思想 是 要 把 所 研究 的 问题 中 已 知 西数 和 未 
知 函 数 之 间 的 关系 找 出 来 ， 从 列 出 包含 未 知 函 教 一 个 或 者 斤 个 方 
程 中 去 求 得 未 知 函 数 的 表达 式 。 但 是 无 论 在 方程 的 形式 、 求 解 的 
具体 方法 、 求 出 解 的 性 质 等 方面 ， 都 和 初等 数学 中 的 解 方程 有 许 
多 不 同 的 地 方 。 

2. 撤 分 方程 的 内 容 

微分 方程 的 基本 问题 是 ， 在 一 定 条 和 件 下 ， 确 定 由 微分 方程 所 
找 述 的 运动 状态 或 者 所 给 微分 方 芥 解 出 的 未 知 函 数 ,， 也 就 是 通 
常 所 说 的 定 解 问 题 ， 所 求 的 未 知 函 数 叫 做 方程 的 解 。 此 外 ， 附 加 
36 


方程 的 对 解 的 限制 条 件 就 呀 做 定 解 条 件 《 包 托 初 始 条 性 和 边界 鞭 
件 等 )。 

微分 方程 不 只 有 一 个 解 而 是 有 无 限 多 个 解 ， 妈 是 有 无 限 多 个 
函数 满足 这 个 方程 .每 一 个 微分 方程 确定 一 整 族 的 满足 它 的 番 数 ， 
微分 方程 理论 使 得 在 可 能 狗 分 全 面 的 表达 出 满足 方程 的 所 有 函数 
的 性 质 ， 这 在 自然 科 学 的 应 用 上 是 特别 重要 的 。 

在 数学 上 , 解 这 类 方程 ,就 要 用 到 微分 和 导数 的 知识 ， 因 此 ， 
几 是 表示 末 知 函数 和 未 知 函 数 的 导数 以 及 自 变 量 之 间 的 关系 方 
程 ， 叫 做 微分 方程 。 

3。 氢 分 方程 的 更 略 

时 在 牛 申 、 莱 布 尼 获 创立 微 积分 的 时 异 ,, 怨 们 它 经 接触 到 敏 
分 方程 了 。 和 牛顿 对 天 体力 学 中 “三 体 问 题 " 的 研究 ， 即 太阳 、 地 球 
和 月 亮 在 引力 作 骨 下 的 相对 运动 等 ， 但 是 “三 体 问题 "的 积分 却 长 
期 得 不 到 解决 ,初等 数学 不 够 用 了 .这 样 就 导致 了 驴 对 二 阶 微分 方 
程 组 的 接 钥 . 短 分 方 和 空 的 名 称 最 时 是 由 莱 布 尼 世 提 出 的 , 莱 布 尼 获 
曾 尝 试用 现在 的 “ 求 积 分 方法 "来 解 某 些 类 型 的 一 阶 微分 方程 ， 

促使 微分 方程 迅速 发 展 的 ， 是 17 世 纪 所 涌现 出 来 的 实现 六 
题 。 辜 性 问题 是 其 中 的 一 类 。 弹 性 问题 最 里 是 在 建筑 中 考虑 房 梁 
在 外 加 荷载 下 所 或 形状 而 提出 的 。 这 类 问题 反映 在 数学 上 其 形式 
是 : 是 链 线 方程 ， 振 动 装 的 方程 ， 两 端 回 定 的 弹性 振动 纺 方 程 
等 。 另 外 ， 对 天 体 运 汞 的 研 充 也 引出 了 微分 方程 的 问题 。 药 布 尼 
获 与 瑞士 数学 家 信 努 利 儿 弟 在 常 微分 方程 方面 已 经 有 了 不 少 成 
就 .1691 年 散布 尼 兹 想 了 解 常 微分 方程 的 变量 分 离 法 ,1694 年 雅 各 
布 第 一 . 伯 奴 利 《Jacob Bernoulli 16564 一 1706， 瑞士 数 学 家 ) 
作 了 完整 的 南明 ， 

18 世 纪 ， 欧 接 【Leonhard Euter，1707 一 1783， 瑞 士 德 学 
家 ]) 给 出 了 有 关 全 微分 方程 的 一 系列 理论 ,其 中 包括 全 微分 方程 的 
概念 ， 汰 别 条 件 、 通 过 微分 因子 将 一 个 非 全 微分 方程 化 为 全 微分 
方程 的 方法 。 了 其 拉 还 创造 了 用 特征 方 嫩 来 解囊 系数 线性 齐 次 微分 
方程 的 方法 ， 并 网 明了 其 通 解 的 形式 ,后 来 你 经 过 达 关 贝尔 (Jean 
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Le Rond drAlembert，1717 一 1783， 潜 国 数学 家 ) 与 抄 格 并 日 
(Joseph-Louis Lagrange，1736~1813， 法 国 数 学 家 ) 的 努力 与 
改进 。 欧 拉 还 是 微分 方程 近似 解法 的 创始 人 人 ，。 拉 普 拉 期 (Pierre- 
Simon Laplace 1749 一 1827， 潜 国 数学 家 】 对 微分 方程 组 的 研 
究 ， 也 是 一 项 重大 贡献 。 

19 延 纪 ， 是 微分 方程 严格 理论 的 商定 时 期 。18 世 纪 以 后 不 断 
出 现 的 特殊 的 微分 方程 的 求解 问题 ， 由 积分 可 解 出 的 微分 方程 的 , 
数 日 是 航 为 有 限 的 ， 伍 数学 家 逐渐 招架 不 住 了 。 于 是 他 们 转 癌 对 
解 的 存在 些 问 题 的 思考 ， 即 给 定 一 个 微分 方 种 。 它 在 给 定 的 牢 始 
条 件 和 边界 条 件 下 是 否 有 解 ? 这 个 问题 的 解决 直接 影响 着 微分 方 
程 基础 理论 的 建立 。 柯 西 对 微分 方程 解 的 存在 竹 的 处 理 为 常 微 分 
方程 解析 理论 的 建立 葛 定 了 基础 。19 世 纪 末 法 国 数 淮 家 庞 加 莱 对 
微分 方程 开创 了 宽广 的 道路 ， 人 地 是 以 两 个 方向 入 手 的 ， 一 是 扩充 
微分 方程 解 的 范围 ， 只 要 满足 微分 方 姓 ， 都 机 以 考虑 ， 这 恕 使 微 
分 方程 的 可 解 范围 天 大 扩充 。 这 样 ， 微 分 方程 与 函数 论 建立 密 男 
的 联系 ， 产 生 了 微分 方程 解析 理论 。 二 是 在 不 引进 新 函数 的 展 癌 
下 ， 研 究 微 分 方程 的 定性 理论 。1881 一 1886 年 庞 如 菜 连 续 发 形 了 
《由 币 分 方程 所 确定 的 积分 梧 线 } 等 四 篇 论文 ， 标 志 着 微分 方程 定 
性 理论 的 完成 。 他 的 论文 表达 了 一 种 新 颖 的 认识 和 提 法 ， 妈 把 币 
分 方程 的 解 看 作 是 出 微分 方程 本 身 所 定义 的 积分 曲线 族 。 这样， 
就 引导 出 一 条 新 的 思路 。 和 过 去 不 同 ， 不 是 着 眼 于 先 求 出 方程 的 
解 ， 再 研究 解 的 性 质 ， 而 是 在 不 求 出 解 的 情况 下 ， 通 过 直接 考 形 
微分 方程 的 系数 和 方程 本 身 的 结构 去 研究 它 的 解 的 性 质 ， 也 就 是 
着 力 从 微分 方程 本 身 去 分 析 和 推断 积分 曲线 可 能 具有 的 名 种 特 
性 ， 如 曲线 的 形状 .结构 .特点 和 趋势 等 。 这 样 一 种 浙 的 思路 ， 为 
微分 方程 开拓 出 一 条 新 和 的 领域 一 一 常 微分 方程 的 定性 理论 。 而 卡 
加 某 的 这 四 篇 论文 为 定性 理论 作 了 葛 基 性 的 工作 ， 

微分 方程 的 理论 逐步 完善 的 时 候 ， 利 用 它 就 可 以 精确 地 表述 
事物 变化 所 遵循 的 基本 规律 ， 只 要 列 出 相应 的 币 分 方程 ， 有 了 解 
”方程 的 方法 ， 就 可 以 把 这 种 或 那 种 运动 度 如 何 处 理 提 典 了 办 法 。 
EY 


微分 方程 也 就 成 了 最 有 生命 力 的 数学 分 支 之 一 。 
二 、 常 微分 方程 


如 时 在 -全 微分 方程 中 出 现 的 未 知 卫 数 只 含 一 个 自 变量 ， 那 
入 这 个 方程 吉川 常 微分 方程 。 也 可 以 简单 地 蔬 敌 微分 方程 。 

1i。 常 微分 方程 的 原理 

党 微分 方程 的 由 本 理论 主要 是 研究 解 的 存在 性 和 和 唯一 性 ， 解 
的 定性 理论 和 和 税 定 入 理论 .。 

常 微分 方程 的 - - 般 形 式 是 


TU 
在 这 个 方程 中 ，x 是 占 变 量 ，y 是 x 的 末 知 画 数 ，» 一 ylx)， 
而 Yo 397 恢 次 是 函 束 ?一 xx 对 二 的 一 院 、… 和 和、 下 阶 


导数 .在 方程 中 出 现 的 各 阶 导数 中 最 高 的 阶 数 叫 做 微分 方程 的 
阶 。 计 如 微分 方程 


dd? — 
Ty 是 二 阶 的 ， 
32. 一 2x 是 一 阶 的 。 


,关于 常 微分 方程 的 一 些 基本 概念 ， 这 里 举例 加 以 说 明 ， 比 
如 : 求 在 点 守 处 的 切线 斜率 都 等 于 已 知 盘 数 2x 的 函数 。 


假设 未 知 函 数 是 y 一 所)， 在 点 x 处 的 切线 的 贷 率 是 -9 ,于 
是 y 一 ACx》 所 应 满足 的 微分 方程 是 


dy _ 
-2 


因为 它 含有 一 阶 的 导数 -9 六 。 所 以 这 个 方程 就 是 一 阶 微分 方程 


我 们 由 
dy=2xdx, 


$9 


db ph od Fb rn 


两 端 积分 变 成 


fi yy =|2xdx, 


3 一 2 十 
就 是 所 要 求 的 函数 。 其 中 c 是 任意 当 数 ， 它 起 着 参数 作用 。 和 函数 
yy 一 2 十 5 


表示 这 个 一 阶 补 分 方程 的 通 租 ， 它 的 用 条 意义 是 单 参数 的 曲线 族 
《 见 图 4-1)。 
晶 线 族 中 任意 一 条 也 线 是 这 个 微分 方 
程 的 积分 暑 线 ， 因 为 它 在 点 交 处 的 切线 舟 
率 莉 等 于 已 畸 表 数 2x， 可 见 它 的 解 不 只 局 
一 个 或 几 个 ， 而 是 有 万 窃 包 个。 如 玉 所 求 
未 知 汞 数 过 平面 上 一 定点 (xo，y0o)， 那么 
只 能 确定 一 个 解 ， 就 是 在 一 切 积分 曲线 中 
选择 一 条 曲线 。 比 如， 可 由 
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_ x 
图 4-1 y= | xdxt 2 


解 出 ， 也 就 是 
y= 二 (yo—x0), 
或 者 由 曲线 
y=Xi 二 6 
过 定点 《xo，30)， 应 该 有 
Yo= No 十， 
所 以 C= yo— Xo 
这 样 也 得 到 这 个 方程 的 一 个 解 ， 
y= x+ YT— Xo) 
该 个 例 于 已 经 使 我 们 初步 认识 到 党 微分 方程 的 形式 ， 它 是 含 
有 和 髓 变量 x， 未 知 函 数 y 和 它 的 导数 的 一 个 关系 趟 ， 它 的 解法 和 
微 积 分 学 有 密切 的 联系 ， 解 的 性 质 是 表示 无 穷 多 个 一 元 国 数 或 一 
个 一 元 图 数 。 
#8 


现在 再 举 一 个 自由 落体 问题 来 介绍 常 微 分 方程. 

假设 质量 是 m 的 物体 只 受 重力 的 作用 而 自由 降落 ， 求 它 的 运 
动 方程， 

怎样 求 它 的 自由 降落 的 方程 呢 ? 我 们 可 以 招 物体 降落 的 铅 重 
直线 作为 s 加， 方向 向 下 ， 也 就 是 向 闭 地 心 的 方向 ， 如 映 4-2 表 
示 的 那样 。 我 们 可 以 假设 物体 在 时刻 + 的 位 置 是 8 二 s(t)， 册 二 
人 是 物体 沿 OS 轴 方向 的 
加 速度 。 由 物理 学 又 知道 重力 的 作用 下 物 你 加 速度 的 方 13 
向 是 各 下 的 ， 它 的 大 小 是 g， 于 是 对 于 质量 是 % 的 物体 ， 


阶 学 数 的 力学 意义 ， 可 以 知道 


在 运动 的 任何 时 间 内 ， 应 该 满足 等 式 § 
2 4-2 
mi 一 mo 
a’ 


可 以 看 出 ， 等 式 中 含有 未 知 函 狐 式 纪 的 二 阶 导数 ， 这 或 是 二 
阶 锌 分 方程 ， 是 描述 质点 按 它 的 自由 下 落 过 程 的 函数 s(1) 所 应 
该 潢 足 的 微分 方程 ， 从 而 把 决定 质点 运动 的 力学 问题 畴 化 成 微分 
方程 求解 的 数学 问题 。 


解 这 个 方程 可 以 用 入 分 的 方程 ， 
fs= fear， 
就 是 ds=—{ ct+ edt, 
再 积分 一 次 fas=f st+ ci)gt, 
也 就 是 s 一 地 gt 十 cf 二 cs, 


这 就 是 我 们 熟悉 的 自由 落体 公式 ， 其 中 c1/、cs 是 两 个 任意 常数 ， 
也 就 是 说 ， 这 是 通 解 ,表示 目 虫 落体 的 运动 方程 是 通 解 形状 。 

如 果 开 始 的 时 候 ， 时 间 一 0， 这 个 时 候 物体 的 位 置 就 在 so= 
0)， 它 的 速度 
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那 色 ， Ci 0， Co 一 30。 


于 是 自由 落体 的 运动 方程 是 ， 
$= 二 9 十 [of so, 


所 上 面 两 个 例子 可 以 看 到 常 微分 方程 的 一 些 内 容 及 其 怀 质 ， 
比如 ， 一 阶 微分 方程 的 解 含有 1 个 任意 常 煞 ， 二 防 微 分 方程 的 解 
含有 2 个 任意 当 数 。 一 般 地 说 ，# 萤 微 分 方程 的 解 中 含有 7 个 全 
意 常数 。 也 就 是 说 ， 微 分 方程 的 解 中 含有 任意 常数 的 个 数 和 方程 
的 阶 数 相同 。 这 种 和 拥 就 叫做 微分 方程 的 通 解 。 通 解构 成 一 个 苞 数 
族 . 

如 果 根 据 实际 问题 要 求 出 其 中 满足 茶 种 指定 条 和 件 《叫做 初 如 
条 人 御 ) 的 用 来 ， 那 么 求 这 种 解 的 问题 叫做 定 解 问题 ， 对 于 一 个 党 


微分 方程 的 满足 定 铬 条 件 的 解 叫 微 特 解 。 如 S 二 忆 9f 十 ot 十 so， 


就 是 个 求 特 解 问题 . 

3。 常 稚 分 方程 的 特 虚 

第 一 ， 求 通 解 

求 通 解 在 历史 上 曾 放 为 微分 方程 的 主要 目标 ,我们 从 上 面 所 
讲 的 内 容 也 可 以 看 到 ， 一 当 求 出 通 解 的 表达 式 ， 就 容易 从 中 得 到 
问题 所 需要 的 特 解 。 也 可 以 由 通 解 的 表达 汇 ， 了 解 对 茜 些 参数 的 
依赖 情况 ， 便 于 参数 取 值 适宜 ， 使 它 对 应 的 解 具有 所 需要 的 性 
能 ， 还 可 以 有 助 于 进行 关于 解 的 其 他 研究 ， 

后 来 的 发 展 表 明 ， 能 够 求 出 通 解 的 情形 并 不 和 多， 在 实际 应 用 
上 所 需要 的 例 是 要 求 满足 某 神 指定 条 件 的 特 解 。 当 然 ， 通 解 是 有 
利于 研究 解 的 属性 的 ,但 是 人 们 已 把 研究 重点 转移 到 特 解 问题 上 
来 。 

第 二 ， 一 个 微分 方程 是 不 是 右 特 解 呢 9 如 果 有 ， 又 有 几 个 
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呢 。 这 是 微分 方程 论 中 一 个 最 基本 的 间 题 ， 数 学 家 把 它 归 纳 成 基 
本 定理 ， 叫 散 存 在 和 唯一 性 定理 。 因 为 如 果 没 有 解 ， 而 我 们 要 去 
求解 ， 那 是 没有 意义 的 ， 如 果 有 人 解 而 又 蔬 是 唯一 的 ， 那 又 不 好 确 
定 。 因此， 存在 和 唯一 性 定理 对 于 微分 方程 的 求解 是 十 分 恒 要 
的 。 铀 分 方程 中 有 很 大 部 分 方程 求 不 出 十 分 精确 的 解 ， 而 只 能 得 
到 近似 解 。 当 然 ， 这 个 近似 解 的 精确 程度 是 比较 高 的 。 另 外 还 应 
该 指出 ， 用 来 描述 物理 过 程 的 微分 方程 以 及 由 实验 测定 的 初始 条 
件 也 是 近 侯 的。 这 种 近似 之 疗 的 影响 和 变化 ， 还 必须 在 理论 上 加 
以 解决 。 

第 三 ， 微 分 方程 不 限制 初等 泡 数 的 范围 ， 针 对 所 研究 的 方程 
引入 新 的 函数 ， 这 样 就 使 得 微分 方程 能 够 包含 比较 多 的 特殊 函 
微 ， 同 时 也 扩展 了 微分 方程 的 可 能 领域 ， 促 使 微分 方程 和 函数 
论 ， 特 别 是 和 复 变 函数 论 紧密 结合 . 

第 四 ， 微 分 方程 还 从 几何 方 而 来 考虑 方程 的 解 。 也 就 是 说 ， 
微分 方程 的 一 个 解 对 应 着 平 而 上 的 一 条 曲线 ， 叫 做 这 个 方程 的 积 


分 曲线 。 比如， 曲线 y=z 就 是 微分 方 和 


3ydy—2xdx=0 

的 一 条 积分 曲线 。 研 究 这 些 曲 线 的 一 般 性 质 、 昌 线 的 再 点 、 极 限 
环 各 一般 分 布 等 等 属于 定性 理论 。 

现在 ， 微 分 方程 在 很 多 学 科 领 域内 起 着 重要 的 作用 。 刚 体力 
学 的 基本 方程 就 是 一 个 微分 方程 组 ， 流 体力 学 的 基本 方程 是 微分 
方程 ， 弹 性 力学 的 方程 是 高 阶 方程 。20 世 纪 以 来 ， 随 者 大 量 的 边 
毕 学 科 诸 如 电磁 流体 力学 、 化 学 流体 力学 、 动 力气 象 学 、 海 洋 动 
力学 、 地 下 水 动力 学 等 等 的 产生 和 发 展 ， 也 出 现 不 少 新 型 的 微分 
方程 《 特 列 是 方程 组 )。?0 年 代 随 着 数学 向 化 学 和 至 物 学 的 渗 
各 ， 出 更 了 大 量 的 反应 扩散 方程 。 还 有 已 动 控制 、 各 种 电子 学 装 
置 的 设计 、 弹 道 的 计算 ， 飞 机 和 导弹 飞行 的 稳定 性 的 研究 ， 化 学 
反应 过 程 稳定 性 的 古 究 ， 等 等 。 这 些 问题 都 可 以 化 为 求 微分 方程 
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的 解 ， 或 者 化 为 研究 解 的 性 质 ， 应 该 说 ， 应 用 微分 方程 理论 已 经 
到 得 了 很 大 的 成 就 ,但 是 ， 它 的 现 有 型 论 也 还 远 远 不 能 满足 需 
要 ， 还 有 待 进一步 的 发 展 ， 使 这 门 科学 的 理论 更 加 完善 。 


三 、 避 微分 方程 


如 果 在 一 个 微分 方程 中 出 现 有 多 元 函数 的 偏 导数 : 或 者 说 如 ， 
果 未 知 函 数 和 几 个 变量 有 关 ， 而 且 方 程 中 出 现 未 知 函 数 对 几 个 变 
量 的 导数 那么 这 种 微分 方程 叫做 储 征 分 方程 。 

1， 仿 微分 方程 的 产生 

在 科学 技术 迅速 发 展 中 ， 人 们 研究 的 许多 问题 用 1 个 变量 的 
函数 来 描述 已 经 亚 得 不 够 了 ， 不 少 问题 要 用 网 个 变量 的 函数 来 描 
述 。 比 如 ， 从 物理 角度 来 说 ， 物 理 量 有 不 同 的 性 质 ， 温 度 、 密 度 
等 是 用 数值 来 描述 的 叫做 纯 量 ， 速 度 ， 电 场 的 引力 等 ， 不 仅 在 数 
位 二 有 所 不 疝 ， 而 且 还 具有 方向 ， 这 些 量 叫做 向 量 ， 物 体 在 一 点 
的 应 力 状 态 的 描述 出 的 量 叫 做 张 量 ， 等 等 。 这 些 量 不 仅 和 时 人间 # 
有 关系 ， 而 县 和 空间 坐标 x、y，、z= 也 有 联系 ， 这 就 要 用 多 个 变量 
的 西数 来 表示 ， 

应 该 指出 ， 对 于 所 有 可 能 的 物理 现象 用 某 些 多 个 变量 的 函数 
来 表示 ， 只 能 是 理想 化 的 。 如 介质 的 当 度 ， 实 际 上 "在 一 点 "的 窗 
度 是 不 存在 的 ， 而 我 们 把 在 一 点 的 窗 度 看 作 是 物质 的 质量 和 体积 
的 比 ， 当 体积 无 限 缩小 的 时 候 的 极限 ， 这 就 是 理想 化 的 。 介 质 的 
温度 也 是 一 个 极 所 人 象 而 且 理 想 化 了 的 概念 。 这 样 就 产生 了 研究 某 
些 物理 现象 的 理想 了 的 多 个 变量 的 函数 方 种， 这 种 方程 就 是 偏 微 
分 方程 。 

仿 微 分 方程 这 门 学 科 产 生 于 18 世 纪 ， 欧 入 在 他 的 著作 中 最 里 
提出 了 弦 振 动 的 二 阶 方程 。 随 后 不 入， 法国 数学 家 达 般 中 尔 〈Je 
an Je Rondd'Alembhert, 1717~1783) 世 在 也 的 著作 # 论 动力 
学 》 中 提出 了 特殊 的 偏 微分 方程 。 这 些 著 作 当时 没有 引起 多 大 注 
意 。1746 年 ， 达 关 册 尔 在 他 的 论文 “ 张 紧 的 薄 振 动 时 丧 成 的 曲线 
的 研究 ”中 ， 提 说 证 明 无 穷 多 种 各 正 东 山 线 不 阅 的 曲线 是 振动 的 
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模式 。 这样 议 则 对 此 捧 动 的 研究 开创 了 偏 微分 方程 这 门 学 科 。 

后 来 ， 和 区 控 同 时 民 移 瑞士 数学 家 丹尼尔 . 伯 努 利 (Daniel 
Bernoulli，1700~1782 年 》 也 研究 了 数学 物理 方面 的 何 题 ， 提 日 
了 解 弹 性 系统 振动 问题 的 一 般 方法 ， 对 偏 微 分 方程 的 发 展 起 了 化 
较 大 的 有 影响。 拉客 朗 日 也 讨论 了 一 阶 偏 微 分 方程 ， 丰 富 了 这 门 学 
种 的 内 容 。 

偏 微 分 方程 得 到 迅速 发 展 是 在 19 世 纪 ， 那 时 候 ， 数 学 物理 问 
是 的 研究 繁荣 起 玉 ， 许 多 数学 家 都 对 数学 物理 问题 的 解 类 和 作 夫 了 
贡献 ， 这 里 应 该 提 一 下 法 国 数学 家 情 里 叶 。 他 在 从 事 热 力学 的 研 
突 中 ， 写 出 了 《 热 的 和 解 析 理 论 》。 地 提出 三 维 空间 的 热 方程 ， 贡 就 
旦 一 种 贪 微 分 方程 ， 亿 的 研究 对 偏 微分 方程 的 发 展 的 影响 是 很 大 
的 。 

2。 搞 玲 分 方程 的 内 容 

杭 微 分 方程 也 叫做 数学 物理 方程 。 原 因 是 这 种 方程 特别 适用 
于 解决 许多 物理 学 方面 的 问题 ， 也 是 指 在 解决 物 答 学 ， 力 堂 等 的 
问题 中 得 到 的 。 

具有 2 个 自 变 量 的 二 辽 怕 微 分 方程 的 一 般 形 式 可 以 有 方程 


F(x, YY 如， Hr yy ida! Hey Hyy ) 0 给 出 ， 


式 中 < 和 y 是 自 变 量 ，s 一 u(x，y) 是 一 个 函数 ; 由 一 -9 ， 


日 _ du Ou 。 
jr = By 也 wx 一 Dx UxyO— Oxy MY 二 Oy ' 这 些 都 是 rw 
的 导数 ， 这 个 方程 含有 8 个 变 量 ，FCx ip gr ss 七 就 
是 8 个 变量 的 已 知 沙 数 。9 是 侦 短 分 的 符号 。 

举 酌 来 说 ， 册 :一 0 是 一 个 二 阶 仿 微 分 方程 。 很 容易 进行 检 
验 ， 对 于 任意 逃 定 的 函数 记 和 9，x 一 Mx) 二 g(y) 就 是 这 个 方程 
的 解 . 

偏 徽 分 方程 的 解 一 般 有 扰 穷 多 个 ， 促 是 在 解决 具体 的 物理 亲 
照 的 时 针 ， 必 须 从 中 选取 所 需要 的 仿 。 王 此， 还 必须 知道 尘 加 条 
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性。 因为 偏 微 分 方程 是 同一 类 现 银 的 共同 规律 的 吉 示 式 ， 仅 仅 知 
道 这 种 共同 规律 还 不 足以 掌 皖 和 了 解 具体 问题 的 特殊 和 性， 所 以 就 
物理 现象 来 说 ， 各 个 具体 问题 的 特殊 性 就 在 于 研究 对 象 所 寻 的 竺 
定 条 件 ， 就 是 初始 条 忻 和 边界 条 性 。 

例如 ， 艾 振动 问题 ， 对 于 同样 的 汞 的 范 乐 器 ， 如 果 一 种 是 以 
昔 片 拨 动 芯 ， 另 一 种 是 以 弓 在 芒 上 上 拉动， 那么 它们 发 出 的 声音 是 
不 同 的 。 原 因 就 是 由 于 在 “ 拨 动 "或 “拉动 * 的 那个 “初始 "时 刻 的 振 
动情 癌 不 同 ， 因 此 产生 后 来 的 振动 情况 也 就 不 同 。 

就 孩 振 动 来 说 ， 艾 振动 方程 只 表示 汞 的 内 点 的 力学 规律 ， 对 
弦 的 端点 就 布 成 立 。 所 以 在 汞 的 两 端 必须 给 出 边 办 条 件 ， 也 就 是 
考虑 研究 对 象 所 处 的 边界 上 的 物理 状况 。 边 界 条 和 忻 也 叫做 边 值 阿 
题 。 

天 文学 中 也 有 类 局 情 说 ， 如 果 要 通过 计算 预言 科 体 的 运动 ， 
当然 必须 知道 这 些 天 体 的 质量 ， 同 时 除了 和 牛顿 定律 的 一 般 公式 以 
外 ， 还 必须 知道 我 们 所 研究 的 天 体系 统 的 初始 状态 ， 就 是 在 基 个 
起 初时 间 ， 这 些 天 体 的 分 布 以 及 它们 的 速度 ， 总 而 言 之 ， 在 解决 
任何 数学 物理 前 问题 的 时 候 ， 总 会 有 类 似 的 附加 条 忻 . 

在 煞 学 上 ， 初 始 条 信和 边界 条 性 叫做 定 解 条 件 。 偏 数 分 方程 
本 和 刁 是 表达 同一 类 物理 现象 的 共 人 性， 是 作为 解决 问题 的 依据 定 
解 条 件 却 反 映 出 具体 问题 的 个 性， 它 提 出 了 问题 的 具体 情况 。 方 
程 和 定 解 条 件 合 在 一 起 ,就 叫做 定 解 问题 。 求 偏 微 分 方程 的 定 解 
问题 可 以 先 求 出 它 的 通 解 ， 然 后 自用 定 解 条 件 确定 出 卫 数 。 

偏 微分 方程 理论 的 主要 内 容 包 括 ， 双 曲 型 偏 微分 方程 、 抛 物 
型 偏 微分 方程 、 灶 区 型 坊 微 分 方程 。 许 多 物理 问题 的 分 析 导 致 二 
阶 线性 偏 微 分 方程 ， 邵 果 这 种 方程 存在 2 个 自 变 量 的 情形 ， 这 种 
类 型 的 最 一 般 方程 是 下 而 这 种 形式 ， 

attzs + 2buss+ curn+ du ew fu= gy, 
式 中 的 系数 9，6,，……… ,fg 十 x 和 yw 的 已 给 函数 . 现在 慨 设 
a 二 如 十 ?了 90， 那么 ， 吉 果 六 一 ac 半 0， 就 说 这 个 方程 是 双 曲 型 
偏 被 分 方程 ， 如 时 下 一 ec 二 0， 就 说 这 个 方程 是 抛物 型 偏 微分 方 
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程 ， 如 果 电 一 ac<0， 就 说 这 个 方程 是 桶 浒 型 偏 微 分 方程 一般 
说 来 ， 描 述 声波 、， 泡 波 ， 电 三 波 的 传播 和 落 振动 、 弹 人 性 体 的 振动 
等 现 银 的 微分 方程 ， 都 是 双 曲 型 偏 微分 方程 ， 描 述 热 的 传导 、 带 
烙 性 的 流体 运动 等 的 微分 方程 ， 都 属于 抛物 型 偏 微分 方程 ， 几 县 
1 个 物理 现象 ， 经 历 长 时 间 以 后 渐 趋 稳定 的 ， 通 常 可 用 椭 合 型 偏 
微分 方程 来 描述 ， 比 如 和 牛 略 刀 有 引力 定律 的 研究 和 理想 流体 的 流 
动 ， 都 是 相当 经 典 的 椭 思 型 偏 微 分 方程 问题 . 

随 着 力学 ， 物 理学 揭发 展 ， 连 续 介 质 力 学 ， 电 葵 理 论 、 重 子 
力学 、 引 力 理 论 、 规 范 场 等 等 方面 的 基本 规律 ， 都 被 写成 仿 徽 分 
方程 的 形式 。 这 些 方程 通常 称 为 数学 物 至 方程 ， 对 于 相应 的 力 
学 物理 党 都 钙 至 关 重 要 的 。 在 偏 微分 方程 中 所 获得 的 每 一 研究 
成 果 ， 几 乎 都 可 以 迅速 地 在 力学 、 物 理学 中 得 到 应 用 。 近 年 来 ， 
在 力学 、 物 理学 、 化学、 生物 学 以 至 经 济 学 、 社 会 学 等 学 科 中 又 
不 断 归结 出 一 些 新 的 偏 微分 方程 《组 )， 它 们 的 研究 对 于 了 解 由 
应 学 科 中 的 一 些 运 动 规律 是 十 分 重要 的 。 偏 微分 方程 还 是 处 理 分 
术 问 题 和 儿 和 何 问题 的 有 效 工 具 。 例 如 复 变 函数 论 ， 特 别 大 奢 元 复 
变 函 数 需要 用 偏 微 分 方程 去 解 痰 许多 河 题 。 币 分 几何 所 提出 的 亲 
题 ， 推 动 了 偏 微分 方程 的 发 展 ， 微 分 儿 何 和 偏 微分 方程 相互 渗 
和 导 ， 成 为 一 个 重要 的 发 展 趋势 . 

关于 贪 微分 方程 求解 概念 的 进展 《 即 广义 解 的 引 入 )。 自 从 
牛顿 一 菜 伯 尼 茨 创立 的 微 积 分 学 ， 已 有 300 多 年 的 历史 。 有 了 微 
积分 ， 就 有 了 微分 方程 ， 人 们 用 200 多 年 的 时 间 ， 在 古典 解 的 意 
义 于 去 寻找 微分 方程 的 解 ， 即 媚 在 古典 导 教 的 意义 下 汪 足 微分 方 
程 。 只 是 到 了 本 刘 纪 20 年 化 ， 人 们 玫 开 始 在 变 分 形式 中 或 在 等 价 
的 形式 中 ， 即 在 一 定 通 数 类 中 用 求 泛 函 报 小 值 的 方法 去 求解 。 从 
求 十 典 解 到 求 变 分 形式 《 广 闵 ) 解 的 飞 牙 和 转化 ， 使 现代 数学 方 
法 和 通 数 空间 理论 ， 泛 函 分 析 ， 变 分 方法 和 拓扑 方 濡 变 成 了 新 的 
求解 工具 。 
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她、 数学 物理 


数学 物理 是 研究 物理 问题 中 的 数学 理论 和 数学 方法 。 它 探讨 
物理 现象 的 数学 模型 ， 即 寻求 物理 现象 的 数学 描述 ， 并 对 模型 已 
确立 的 物理 问题 研究 其 数学 解法 ， 然 后 根据 解答 来 诠释 和 预见 物 
理 现 象 ， 或 者 眼 据 物理 事实 来 修正 不 有 模型 。 

物理 学 和 数学 关系 密切 ， 咎 顿 方 学 中 ， 质 点 和 刚体 的 运动 用 
常 微分 方程 来 刻画 ， 求 解 这 些 方程 是 牛顿 力学 中 的 重要 数学 问 
题 ，18 世 纪 ， 牛 力 力 学 的 竟 基 开刀 由 变 分 原理 所 刻 遂 ， 这 又 促进 
了 变 分 法 的 发 展 。18 世 纪 人 以来， 在 连续 介质 力学 ， 热 力学 和 电磁 
理论 中 ， 归 结 出 许多 偏 微 分 方程 ,通称 数学 物理 方程 。 直 到 20 世 
纪 初 期 ， 数 学 物理 方程 的 研究 才 成 为 数学 物理 的 主要 内容， 此 
后 ， 联 系 于 等 离子 体 物理 ， 同 休 物 理 、 非 线性 光学 、 空 间 技 术 、 
核 技术 ， 低 温 超 导 等 方面 的 需要 ， 又 有 许多 新 的 偏 微分 方程 问题 
出 现 。 例 如 孤立 子 波 、 闻 断 解 ， 分 歧 解 等 。 它 们 使 数学 物理 方程 
的 内 容 进 一 步 丰 富 起 来 ， 

从 20 世 纪 开 始 ， 由 于 物理 学 内 容 的 更 新 ， 数 学 物理 有 了 新 的 
发 展 。 伴 随 着 对 电磁 理论 和 引力 场 的 深入 研究 ， 人 们 的 时 空 观念 
发 生 了 根本 的 变化 ， 这 使 得 加 科 夫 斯 基 空 间 和 黎 竖 空间 的 几何 学 
成 为 爱 因 斯 坦 狭 义 相 对 论 和 广义 相对 论 所 必需 的 数学 理论 ， 许 多 
物理 量 以 向 量 ， 张 量 和 旋 县 作为 宸 达 形 式 . 在 探讨 大 范围 时 空 结 
构 时 ， 还 需要 整体 微分 几何 。 在 营 子 场 论 中 波 函 又 被 二 次 量子 化 
成 为 算 子 ， 在 电磁 相互 作用 、 弱 相互 作用 和 强 相互 作用 中 故 述 粒 
子 的 产生 和 和 消灭。 因此， 必须 研究 各 种 郑 数 空间 的 算 子 谱 、 通 数 
的 诺 分 析 和 出 算 子 所 形成 的 代数 。 

物理 对 象 中 揭示 出 的 多 种 多 祥 的 对 称 性 ， 使 得 群 论 显得 非常 
有 用 。 皮 休 的 铺 构 就 是 由 欧 几 里 得 空间 运 动 群 的 车 千 子 群 给 出 。 
正 交 群 和 洛 伦 忒 群 的 各 种 才 示 对 讨论 具有 时 空 对 称 性 的 许多 物理 
癌 题 有 很 重 归 的 作用 。 基 本 和 粒子 之 闻 ， 也 有 种 种 对 称 性 ， 可 以 按 
群 论 印 确 它们 的 某 些 关系 。 
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微观 的 物理 对 象 往往 有 随机 性 。 在 经 典 的 统计 物理 中 需要 对 
各 种 随机 过 程 的 统计 规律 有 深入 的 研究 . 

随 著 电子 计算 机 的 发 展 ， 数 学 物理 中 的 许多 问题 可 以 通过 数 
人 导 计 算 来 解 跨 ， 册 此 发 展 起 来 的 “计算 力学 ".“ 计 算 物 理 * 都 发 挥 
震 越 来 越 大 的 作用 。 计 算 和 直接 措 拟 物理 模型 也 成 为 重要 的 方 
法 。 

科学 的 发 展 表明 ， 数 学 物理 的 内 容 将 越 来 越 丰 富 ， 解 决 物理 
问题 的 能 力也 越 来 越 强 ， 


第 五 章 数 人 论 


人 们 在 研究 整数 特性 的 过 程 中 ， 发 现 数 和 数 之 间 有 各 种 不 同 
的 关系 ， 比 如 ， 有 些 整 数 可 以 被 男 一 些 整 数 整 陈 ， 有 些 数 陈 了 1 
以 外 没有 任何 约 数 ， 等 等 。 研 究 整 数 之 间 的 相互 关系 ， 找 出 它们 
的 规律 ， 就 逐步 发 展 成 一 门 独立 的 学 科 。 最 时 是 从 研究 整数 开始 
的 ， 所 以 叫做 整数 论 。 后 来 整数 论 又 进一步 发 展 ， 数 学 上 就 叫 作 
数论 。 数 论 与 几何 学 一 樟 ， 姐 是 最 古老 的 数学 分 支 ， 又 是 始终 活 
路 的 数学 领域 。 


一 、 数 论 的 形成 与 发 展 简况 


自古 以 来 ， 数 学 家 对 于 辖 数 性 质 的 研究 一 直 十 分 重视 ,但 是 
直到 19 世 纪 ， 这 些 研 究 的 成 果 只 是 孤立 地 记载 在 各 个 时 代 的 算 
术 著 作 中 ， 也 就 是 说 ， 这 一 系列 理论 还 没有 形成 完整 统 一 的 学 
科 。 

数 的 概念 的 形成 和 发 展 经 过 了 漫长 的 历史 阶段 。 最 初 是 自然 
数 ， 也 就 是 正 整 数 ， 后 来 出 现 了 分 数 ， 零 和 人 负数， 由 于 实践 的 因 
要 ， 为 了 解决 度量 连续 量 的 问题 ， 在 数 的 计算 中 又 引 入 了 无 理 
数 ， 为 了 艇 闫 开 方 可 以 实施 的 问题 ,引进 了 碰 数 ， 这 样 又 出 现 了 
复数 的 概念 。 

整数 是 最 简单 明显 的 数学 概念 ， 它 和 客观 实际 紧密 相 联 。 从 
1、2、3、……… 这 些 正 整 数 本 身 看 来 ， 它 们 是 十 分 简单 的 , 但 是 
它们 又 都 具有 一 定 的 竺 狂 。 比 如 ， 可 以 把 它们 用 各 种 方法 进行 分 
类 ,把 它们 分 成 奇数 (1、3、 Be ) 和 但 数 【2、4、6、…… 
过 数 和 合 数 。 所 谓 素 数 ， 世 叫做 质数 ， 就 是 指 除了 1 和 本 身 以 外 
不 能 被 其 他 正 整数 整除 的 一 切 太 十 1 的 正 整 数 ， 如 2、3、5、7 了 、 
11、 ee 等 ， 所 谓 合 数 ， 是 指 不 是 1， 也 不 是 素数 的 正 辖 数 ， 比 


其 #4 6、8、9、10…… 等 ; 当 束 数 a 能 被 整数 5 所 整除 的 了 时候 ， 
a 叫做 五 的 悦 数 ，8 是 做 6 的 约 散 ,如 6 是 3 的 倍数 ，3 是 6 
的 约 数 。 正 整数 欧 数 和 数 之 闻 有 一 定 的 排列 次 序 ， 术 互 之 名 有 一 
定 的 关系 ， 众 上面 列举 药 正 整数 的 类 别 还 可 以 看 出 ， 正 整数 具有 
自己 的 特性 。 

在 我 国 古 代 ， 许 多 著名 的 数学 著作 中 都 有 关于 数论 内 容 的 论 
述 ， 比 如 ， 求 "等 数 "《 最 太公 约 数 )、 勾 股 数组 、 荣 些 不 定 方 程 
整数 解 的 问题 等 等 。 但 是 ， 这 些 内 容 的 记载 都 是 比较 零散 的 。 

在 国外 ， 古 希腊 时 代 药 数学 家 对 于 数论 中 一 个 最 基本 问题 
一 一 驴 际 性 问题 就 系统 地 研究 过 ， 网 几 里 得 的 几何 原本 了》 第 七 、 
八 ， 刀 篇 中 ， 记 人 述 了 这 些 内 容 。 启 画 自然 数 的 菇 本 规律 ， 沟 网 用 
里 得 所 证 明 ， 即 如 果 不 考 虑 排列 次 序 ， 则 每 个 合 数 都 可 以 唯一 地 
表 成 素数 的 乘积 。 这 又 称 为 算术 基本 定律 。 素 数 分 布 是 数论 最 早 
研究 的 课题 之 一 ， 网 几时 得 证 明 过 素数 有 和 无穷 多 。 他 还 给 出 求 两 
个 自然 数 药 最 大 公约 数 的 算法 ， 妈 所谓 欧 几 里 得 算法 。 在 那个 时 
代 ， 关 于 质数 ， 合 数 、 约 数 、 人 悦 数 等 一 系列 概念 就 已 经 被 提出 来 
应 用 了 .后 来 ， 各 个 时 代 的 数学 家 对 整数 性 质 的 研究 作 击 过 重大 
的 贡献 ， 使 数论 的 基本 理论 逐步 得 到 完善 ， 

在 四 数 性 质 的 研究 中 ， 人 入 们 发 现 质 散 是 构成 正 辖 数 的 基本 
“材料 "， 要 深入 研究 整数 的 性 质 就 必须 研究 质数 的 性 质 。 因 站， 
关于 质数 性 质 的 有 关 问 题 ， 一 直 受 到 做 学 家 的 注意 。 

首先 ， 质 数 是 有 了 跟 个 还 是 无 限 个 昵 ? 在 《几何 电 本 》 中 有 ”" 质 
数 有 无 限 多 个 ”的 记载 ， 并 且 给 出 了 巧妙 的 和 证明。 证 明 的 天 意 是 
这 样 的 : 

假设 只 有 有 限 个 质数 (比如 ， 质 数 是 # 个 }， 它 们 分 别 是 Pi。 
Ps, Pa, ee 也,, 那 从 

P= PP Ps-"* P+1 
是 大 于 1 的 整数 。 并且 也 不 能 被 Pi ,Pz、Psa、…*…，P, 中 的 任 一 
个 整除 ， 困 此 ， 己 或 者 是 一 个 不 同 于 已 、Pa .Ps、……- .五 -的 质 
数 ， 或 震 是 一 个 能 被 己 、.Pz、Pa、………。 呈 了。 以 外 的 质数 所 整除 的 
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数 ， 上 述 两 种 情况 ,无论 是 茸 一 种 都 和 假设 只 有 nm 才 项 数 相 矛 拓 。 
这 样 就 会 得 出 结论 ， 质 数 不 是 有 有限 个 ， 而 应 该 是 有 无 限 包 个 ， 

其 次 ， 由 于 质数 有 无 限 多 休 ， 那 么 ， 念 样 在 自然 数 中 把 质数 
尘 找 出 来 呢 ? 一 般 说 来 ， 我 们 员 能 找 出 不 大于 茶 个 自然 数 NN 的 所 
有 质数 。 公 元 前 3 世纪 ， 逢 腊 数 学 家 挨 拉 儿 色 尼 【《 前 275~- 前 194 
年 ) 发 明和 的 "秘法 *"， 厌 则 上 解决 了 这 个 问题 。 比 如 ， 我 们 出 这 冲 
“人 饰 法 “ 求 不 超过 30 的 所 有 质数 ， 只 要 把 1 到 30 这 个 数 顺 序 写 出 ， 
划 去 单位 1 ， 保 留 2 但 是 划 去 其 余 的 偶数 ， 保 留 3 但 是 划 去 有 其余 
的 3 倦 数 ， 保 留 5 但 基 划 去 其 佘 的 5 的 倍数 ， 节 后 剩 下 的 就 是 不 
超过 30 的 所 有 质数 。 这 些 质 数 是 2、3. .5、7、11、13、17、19、 
23、29， 共 有 119 全。 用 这 个 方法 原则 上 可 以 造 出 不 超过 入 (六 是 
大 于 1 的 台数) 的 质数 表 ， 

18 世 纪 末 ， 关 于 整数 性 质 的 零散 知识 已 经 十 分 丰 宣 ， 把 它们 
整理 加 工 成 为 一 门 系 统 的 学 科 的 条 件 已 经 完全 成 熟 了 。 高 斯 总 辣 
前 人 的 研究 成 洒 ， 写 了 《算术 探讨 ?一 书 ， 于 1800 年 寄 给 了 法 国 科 
学 院 ， 恒 是 法 国 科学 院 拒绝 了 高 斯 这 部 杰出 的 著作 ， 高 斯 只 好 在 
i801 年 自己 发 表 了 这 部 著作 。 这 部 书 开 始 了 现代 数论 的 新 纪元 ， 
到 目前 为 止 ， 数 论 方面 的 有 关 课 题 的 工作 方向 ， 也 是 从 《算术 欣 
讨 ;} 开 始 确 定 的 。 

在 算术 探讨 这 部 书 中 ， 高 斯 把 过 去 研究 整数 性 质 所 用 的 符 
导 标 准 化 了 ， 把 现存 的 定理 系统 化 并 进行 了 推广 ， 把 要 研究 的 问 
是 和 和 已 知 方 法 进行 了 分 类 ， 还 引进 了 新 的 方法 。 


二 、 数 论 的 基本 内容 

按照 方法 来 分 ， 数 论 可 以 分 成 初等 数论 、 解 析 数 论 、 民 数 数 
论 ， 儿 何 数 论 和 超越 数论 ， 

1. 初等 数论 

初等 数论 是 不 异 助 于 其 他 数学 分 支 的 知识 ， 而 只 恢 靠 算术 方 
法 次 主要 的 研究 方法 ， 来 研究 整数 性 质 ， 而 区 别 于 数论 的 其 他 分 
交 ，。 上 上 面 所 说 的 整除 性 和 素 因 于 分 解 问题 ， 就 是 一 个 例 于 ， 而 十 
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希 脐 哲学 家 丢 番 图 (Diophantus) 研究 的 不 定 方程 的 求解 问 题 ， 
则 又 是 另 一 个 人情 子 。 
例如 ， 候 设 两 个 数 的 等 一 个 都 可 以 珍 示 成 两 个 数 的 平方 的 
和 ， 那 么 ， 它 的 丧 积 同样 也 可 以 者 示威 两 个 数 的 平方 的 和 。 比 
如 ，13 一 3 十 天 ，5 一 2 二 1， 那么 13X5 一 65 一 8 十 旺 。 这 个 性 质 
的 证 明 是 和 刹 用 局 拉 重 等 式 ， 也 就 是 利用 简单 代数 知识 就 可 以 证 胃 
了 。 网 拉 的 恒等式 是 . 
Ca cd)=act od pro? hid? 
={gc—bd +(adtbc): 
=(ac+F bd)+(ad—be)’ - 
数论 中 还 引入 了 同 余 的 概念 。 什 么 叫 作 同 余 呢 ? 给 定 一 个 正 
辖 数 mm, 把 它 叫 做 模 , 如 果 用 m 去 除 两 个 加 数 a 和 5 所 得 的 余数 相 
辣 ， 我 们 说 a、8 对 模 m 同 余 ， 记 作 
gmodm), 
如 果 余 数 不 同 ， 我 们 就 说 4、 8 对 模 说 不 同 余 ， 记 作 
ustmodm), 
比如 ，101 各 5 这 两 个 数 被 3 除 ， 余 数 相 同 都 是 2 ， 就 可 以 记 
成 101 三 5 (mod3)， 这 个 式 子 读 作 101 和 5 对 模 3 同 余 . 
有 了 辐 余 的 概念 ,就 可 以 用 一 个 正 整 数 m 和 作 标准 ,把 所 有 的 整 
数 分 成 m 个 类, 也 就 是 被 m 陈 余 0 的 归 一 类 , 余 1 的 归 一 美 ，… 
余 mi 一 1 的 归 作 一 类 ， 辕 祭 虽 然 是 新 的 概 您 ， 但 是 就 研究 方法 来 
说 ， 并 没有 借助 其 他 数学 分 立 的 帮助 ， 因 此 ， 同 余 式 论 插 成 了 初 
等 数论 的 一 个 重要 内 容 ， 
同 余 式 论 在 我 国 上 古代 嘻 就 获得 了 突出 的 成 果 。《 孙 子 算 经 》 这 
本 古代 数学 著作 中 有 一 个 问题 被 后 人 员 做 《孙子 问题 )， 宋 代数 学 
家 奏 九 齐 给 出 了 《孙子 人 问题} 的 一 般 解 送 ， 现 在 世界 公认 的 秦 九 衣 
的 方法 叫做 ¢ 中 国 剩余 定理 ) 或 叫做 4 孙子 定理 》” 它 是 我 国 对 数论 
作 电 的 杰出 贡 栈 。 例 如 《孙子 算 经 3》 中 有 一 题 叫 * 物 不 知 数 ， 内 容 
是 : 现在 有 一 些 物品 ， 不 缉 道 它 的 数 日 ，3 个 3 个 地 数 剩 下 2 个 ， 
5 个 5 个 地 数 剩 下 3 个 ，7 个 7 个 地 数 镜 下 2 个 ， 辣 这 些 物品 共 
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用 少 ? 这 个 问题 用 同 余 式 理论 的 现 代 符 导 来 表示 ， 它 的 解法 就 
是 : 

设 x 是 要 求 进 的 物品 数 ， 那 么 x2(mod3)，x=3C(mod5)， 
x 二 2(mod?)， 解 这 个 同 余 式 组 ， 求 得 

X=23( mad105) 

所 以 这 个 题 的 最 小 正 整 数 解 是 283。 一 般 地 解 x 二 al mod3)， 
Xx 三 b(mod5》，x 三 eCmod7)， 可 得 

x 三 70a 十 21 二 i5c(mod105). 
这 个 解 涛 ， 我 国 古代 曾 用 歌 雇 形式 率 考 示 ， 这 首 歌 也 叫做 “ 牧 子 
歌 "， 内 容 如 下 ， 

三 人 同行 七 十 稀 ， 五 树 梅 花 十 一枝 . 
七 子 画 克 正 半月 ， 除 百 堆 五 便 得 知 。 

它 的 意思 就 是 说 ， 用 ac 乘 以 0， 用 避 滋 以 21， 用 cc 习 15， 三 个 来 
积 相 加 的 和 减 去 105 的 某 个 倍数 ， 就 得 到 答案 23。 这 就 是 著 和 名 的 
“孙子 定理 *。 直 到 18 世纪 ， 这 一 定理 由 德国 数学 家 高 斯 再 次 给 
出 。 

17 玉 19 世 纪 ， 高 斯 等 人 的 工作 发 展 和 丰富 了 初等 数论 。1640 
年 费 马 提出 一 个 他 未 给 出 证 明 的 定理 ， 芭 果 了 是 素数 ， 那 么 对 任 
何 整数 a，a" 一 a 都 是 P 的 倍 般 ， 即 所 谓 费 马 小 定理 。 歌 拉 于 1736 
年 首先 证 明 ， 又 于 1760 年 ， 把 它 推广 到 合 数 的 情形 。1772 年 ， 拉 
格 朗 日 证 明了 费 马 提出 的 又 一 定理 ,每 一 个 正 整 数 部 能 够 表 成 4 
个 整数 的 平方 和 。1798 年 勒 让 德 【 上 drien-Marie Legendre, 
1752 一 1833， 法 国 数学 家 ) 的 第 一 部 数论 部 科 节 出 拔 。1801 年 高 
斯 著名 的 《 算 术 研 究 》 一 书 问 志 ， 他 在 书 中 证 明了 二 次 互 反 律 、 原 
根 存 在 航 充 分 必要 条 性 等 结果 。 这 些 工作 竟 定 了 初等 数论 的 基本 
内 容 。 . 
初等 数论 中 某 些 问题 的 研究 ， 促 使 形成 新 的 数学 分 文 。 如 对 
不 定 方程 和 高 次 互 反 律 的 研究 ， 促 进 了 疏 数 数论 和 类 域 论 的 形成 
和 发 展 。 近 十 年 来 ， 初 等 数论 在 计算 机 科学 ， 组 合 数 学 、 代 数 铝 
碍 、 密 码 学 、 计 算 方 法 、 信 号 的 数字 处 理 等 领域 内 得 到 广泛 的 旗 
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用 。 同 时 ， 许 族 新 的 问题 不 断 出现 ， 从 而 促进 了 初等 数论 的 继续 
发 展 。 初 等 数论 的 内 容 和 方法 已 是 研究 近 忙 数学 和 应 用 学 科 所 不 
和 人 全国 Te 
.解析 数论 

解析 妆 失 是 用 妆 学 分 析 作 为 工具 来 角 决 数论 癌症 的 分 支 ， 数 
学 分 析 是 以 函数 作为 研究 对 象 的 、 在 极限 稳 念 的 基础 上 建立 起 来 
的 一 些 学 科 的 总 称 。 解 析 数 论 是 解决 数论 中 艰深 问题 的 强 有 力 的 
工具 。 

分 析 方 法 在 数论 中 的 应 用 ， 可 以 追 调 到 18 世 纪 ， 数 学 家 欧 拉 
用 解 术 方法 证 明了 "质数 有 无 限 多 个 "的 命题 ， 其 中 用 到 了 数学 分 
析 中 有 关 无 穷 级 数 的 若干 知识 。 他 提出 了 母 郑 数 法 ， 利 用 早 级 数 
来 研究 整数 分 折 ， 这 导致 加 法 和 指数 和 方法 的 产生 。 后 来 ， 狄 利 
殉 外 应 用 分析 方法 于 1837 年 解决 了 首 项 与 必 差 耳 素 的 算术 级 数 中 
有 无 限 多 个 素数 的 问题 ， 义 于 1839 年 推 证 出 二 次 域 的 类 数 公 式 ， 
创 刀 了 研究 数论 的 两 个 重要 工具 ， 即 狄 利 克 四 《剩余 ) 特征 与 狄 
利克 电 蕊 函数， 奠定 了 解析 数 沦 的 基础 。 

1859 年 。 黎 曼 发 表 了 一 篇 关于 不 大 于 苹 的 素数 个 数 zr(x) 的 著 
名 论文 < 论 不 大于 一 个 给 定 值 的 素数 个 数 》， 他 认为 素数 性 质 可 以 
通过 复 变 函数 尼 S) 米 探讨 ， 并 对 复 变 函 数 妆 9) 做 了 深刻 的 研 
究 ， 得 到 许 包 重要 的 结果 。 特 别 是 他 建立 了 一 个 与 扩 S) 的 零点 
有 关 网 用 示 x(x) 的 公式 。 因 此 研究 素数 分 析 的 关键 在 于 研究 复 变 
荡 数 x) 的 狂 质 ， 特 别 是 红 S) 的 零点 狂 质 。 他 猜想 弛 S$) 的 
零点 完全 在 穿 过 S= 二 点 的 屠杀 与 实 轴 垂 直 的 直线 上 。 这 一 杰出 
的 工作 ， 是 复 变 西数 论 的 思想 和 方法 应 用 于 数论 研究 前 结果 。 后 
人 称 ES) 为 歼 曼 & 函数 ， 称 上 述 猜 想 为 歼 曼 猪 想 。 这 个 猜想 直 
到 现在 也 没有 解决 。 黎 紧 开 创 了 解析 数论 揭 新 时 期 ， 也 推动 了 单 
复 变 函数 的 发 展 。 

在 数论 中 应 用 分 析 方 法 ， 大 臻 有 两 种 情况 ;一 是 数论 问题 本 
身 不 涉及 分 析 概 念 。 有 一 些 阿 题 应 用 和 分析 方法 可 使 证 明 简 单 、 可 
以 对 问题 做 定量 研究 ， 例 如 痊 用 母 范 数 法 对 整数 分 拆 的 一 些 恒 等 
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式 的 证 明 、 欧 控 证 明 案 数 有 无穷 多 个 的 分 析 方 法 等 。 二 是 数论 问 
题 本 身 必 须 上 用 分 析 概 念 才能 岩 达 清楚 。 例 如 关于 素数 定理 ， 即 不 
大 于 x 的 素数 个 数 xKxz)》 等 于 多 少 的 问题 。 此 外 ， 利 用 分 析 概 念 还 
可 提出 新 的 数论 问题 ， 例 如 各 种 数论 函数 的 阶 估 计 及 均值 估计 

20 世 纪 30 年 代 ， 苏 联 学 虱 维 诺 格 拉 多 夫 (Naag MaraeeBaHT 
Basorpanos,1891~1983， 前 苏联 数学 家 ) 创造 性 地 提出 了 “三 
角 和 方法”"， 这 个 方法 对 解决 某 些 数论 难于 有 翔 重要 的 作用 。 比 
如 在 解决 "充分 大 的 奇数 可 以 表示 成 三 个 质数 的 和 "的 问题 中 ， 维 
诺 档 拉 多 夫 令 六 是 一 个 充分 大 的 育 数 ， 罚 1(N ) 这 个 符号 来 记 作 
表示 成 三 个 质数 的 种 的 表示 法 的 数目 。 换 和 句 话 说 ，2(N) 就 是 方 
程式 

N= P+ Ps+P;, 

其 忠 ，P:，Ps 静 是 质数 时 的 解 的 数 且 。 

如 果 能 确定 ICN) 汪 0， 就 表 昌 充分 大 的 奇数 可 以 表示 成 三 个 
质数 的 和 。 

维 诺 格拉 多 去 最 后 利用 解 术 的 方法 解 丙 了 任何 一 个 充 分 大 
的 奇数 都 是 三 个 质数 的 和 "这 个 问题 。 

解 机 数论 与 复 变 函数 论 、 级 数论 ， 笑 率 论 等 数学 分 支 关 系 密 
扫 ， 它 的 研究 方法 对 代数 数论 分 几何 数论 部 有 重要 的 应 用 ， 

3。 人 所 数 数论 

代数 数论 是 数论 的 一 个 分 支 。 它 以 代数 整 狐 ， 或 者 代数 数 域 
为 研究 对 象 ， 不 少 葵 数 问题 的 解决 要 异 助 于 或 者 归结 为 代数 训 数 
的 研究 。 因 此 ， 民 数 数论 也 是 整数 研究 的 一 个 白 然 铭 发 展 。 民 数 
数论 的 发 展 也 推动 了 代数 学 的 发 展 。 

代数 数论 主要 起 源 于 费 马 大 定理 的 研究 。 法 国 数学 家 费 马 在 
学 习 与 翻译 琶 盔 轿 的 { 算 术 》 一 书 时 ， 在 书 边 上 生 下 了 著名 的 “大 
定理 "*， 卫 方 称 x" 十 y" 一 st>2) 没有 xyz 天 0 的 整数 解 。 仔 说 他 
已 香 人 芭 了 这 个 络 米 鹊 证 阴 ， 宙 于 节 方 太 小 而 未 守 下 。 可 厦 真 到 现 
在 ，300 多 年 来 经 过 许 包 数学 家 的 努力 ， 这 个 “大 定理 ”还 没有 能 
够 得 到 证 明 。 
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容易 看 出 ， 这 个 结果 的 证 明 ， 可 以 归结 到 n= 二 4 以 及 n 为 膏 素 
数 的 情形 。 费 马 杰 人 给 凡 了 n 一 4 的 证 明 ， 欧 拉 与 勤 让 德 证 明了 
a 一 3 的 情形 ， 狄 利克 雷 证 明了 na 一 5 的 情形 。 虽 然 对 于 许多 村 素 
数 人 们 忆 经 证 明了 这 个 结果 ， 但 始终 没有 得 到 一 个 一 - 般 的 证 
明 。 

库 歌 尔 CErnst Eduard 攻 nmmer ,1810…1893， 和 德国 铬 学 寡 
是 努力 证 明 费 马 太 定理 的 数学 家 之 一 。 他 在 证 出 中 引 了 泛 “ 理 朴 数 ” 
的 概念 ， 他 随 之 证 明 ， 每 个 “理想 数 " 可 以 唯一 邮 分 解 成 素 因 于 的 
恢 积 ， 居 而 就 建 亲 了 分 贺 域 上 的 数论 。 功 德 金 (Julius Wilhelm 
Richard Dedekind 1831~-1916， 德 国 数学 家 ) 把 库 歌 多 的 工作 
系统 化 并 推广 到 一 般 的 代数 数 域 ， 为 代数 数论 音 定 了 基础 。 

数学 家 启 斯 最 早 把 整数 概念 定义 也 前 推广 到 e 十 下 形式 的 仿 
数 整 熬 ， 高 斯 证 明了 对 这 些 a 二 bi 形式 的 "整数 "关于 带 余 除法 的 
定理 是 成 立 的 ， 其 中 a、5 是 通常 的 整数 《有 理 整数 ) 是 虚 单 
位 。 涡 斯 的 证 明说 明 有 理 整 数 范围 中 整除 性 的 规律 对 于 这 种 “ 商 
斯 整数 "也是 成 立 的 。 

高 斯 整数 a 十 bi 实际 上 是 

x 20X+ Cob:)=0 
的 恨 ， 其 中 方程 系数 是 有 理 整 系数。 我 们 不 芒 到 普通 的 有 理 整 数 
4 看 作 有 理 整 系数 方程 
并 一 恕 一 站 

的 梳 。 这 样 ， 人 们 进一步 把 由 系数 是 有 理 数 的 代数 方程 

GTXa 十 aa-1xX3s 1 十 -十 4o 一 0 
的 根 叫 做 代数 数 ， 如 w 2 、i、 全 体 有 理 数 等 都 是 代数 数 。 可 以 
征明， 全 体 民 数 数 也 例 成 一 全 城 。 另 外 ， 规 定 所 谓 代数 整数 是 指 
系数 是 有 理 整 数 而 中 训 高 次 项 系数 是 1 的 代数 方程 
3 十 Ga_ixa 十 十 一 必 
的 根 ， : 


很 容易 看 出 ，w 2 、i、- 一 “等 都 是 代数 闫 数 ， 也 可 以 
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证 明 ， 两 个 代数 整数 的 和 、 差 、 积 仍然 是 代数 整数 ， 

数学 家 把 问 数 概念 推广 到 一 般 代 数 数 域 上 去 ， 相 应 地 也 建立 
了 素 整 数 、 可 除 性 等 概念 。 研 究 代数 数 域 的 算术 性 质 与 代数 性 质 
之 间 的 联系 是 代数 数论 的 一 个 重要 的 方面 ， 对 代数 数论 的 深入 研 
究 推 动 了 民 数 学 的 发 展 。 

4 几何 数论 

多 何 数论 又 称 数 的 几何 ， 是 应 用 几何 方法 研究 某 些 数论 问题 
的 一 个 数论 分 支 。 

17 一 18 世 纪 ， 拉 格 朗 日 和 高 斯 已 经 开始 以 几何 观点 研究 二 次 
型 的 算术 性 质 .1891 年 德国 物理 学 家 兼 数学 家 内 科 夫 斯 基 (1864~ 
1909 年) 发 表 了 几何 数论 的 第 一 篇 论 文 ， 并 于 1896 年 出 版 了 
《 数 的 几何 学 ) 一 书 ， 为 几何 数论 奠定 了 基础 ， 从 此 ， 几 何 数论 成 
为 数论 的 一 个 独立 分 支 。 

几何 数论 是 研究 “空间 格 网 *"， 它 在 给 定 的 直角 坐标 系 中 ， 举 
标 全 是 整数 的 点 ， 叫 徐 乾 占 ; 全部 整 点 构成 的 组 就 叫做 空间 格 网 
《元 图 5-1)， 本 
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图 针 1 


空间 格 网 对 几何 学 和 针 帅 学 有 香 大 的 意义 ， 对 它 的 研究 也 紧 
密 联 系 着 象 系 数 和 变数 都 是 整数 的 二 次 型 理论 这 样 重要 的 数论 问 
题 。 
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狐 们 可 太 举 二 维 空间 的 合子 来 说 明 怎样 利用 格子 点 数 去 计算 
平 商 上 有 限 区 域 的 高 积 ， 或 者 是 反 过 来 ， 在 平 刹 上 忆 知 面积 的 一 
个 有 限 区 域内 计算 至 少 包含 有 多 少 格子 点 。 这 种 问题 的 研究 可 以 
解决 用 离散 量 去 痪 近 连 续 量 的 方法 或 者 反 过 来 可 以 用 连续 量 去 估 
计 离 获 的 量 。 数 学 家 曾经 得 出 * 数 的 几何" 的 基本 定理 ， 这 条 定理 
的 内 容 是 : “关于 原点 对 称 的 西区 域 ， 如 果 除 原点 以 外 ,不 包含 
其 他 格 点 ， 它 的 凋 积 顶 光 是 如 。 利 用 这 条 定理 ， 二 维 空间 的 一 些 
问题 就 不 难 解 决 了 。 

几何 数论 是 研究 丢 严 图 道 近 论 、 代 数 数论 的 重 村 工具 ， 

5，、 超 些 数 说 

超越 数论 以 超越 数 为 研究 对 象 ， 它 是 数论 的 一 个 分 支 。 

全 体 复数 可 分 为 两 大 类 ， 代 数 数 和 超越 散 。 如 一 个 复数 是 某 
个 系数 不 全 为 零 的 整 系数 多 项 式 的 根 ， 则 称 此 复数 为 代数 数 ， 不 
是 代 散 数 的 复数 , 叫 数 超越 数 , 刘 维 尔 Joseph Liouville 1809~- 
1882， 法 图 数学 家 )》 开创 了 对 超越 数 的 研究 ， 他 发 现 无 理 代 数 数 
的 有 理 晕 近 的 精密 性 有 一 个 限度 ， 借 此 他 于 1844 年 构造 出 历 中 


上 第 一 批 超 赴 数 ， 例 如 于 g~| 对 g 一 2，3，…… 都 是 超越 数 ， 晤 


在 1844 年 以 前 的 1 个 世纪 里 ， 对 无 理 数 的 研究 包 成 为 一 个 注意 集 
点 。1744 年 欧 拉 证 明了 自然 对 数 的 底 e 是 无 理 数 。1761 年 妆 伯 
(johann Heinrich Lambert，1728~1777， 德 国 数 学 家 ) 证 明 
了 圆周 率 下 是 无 理 数 ， 后 来 ，1873 年 换 尔 米 轩 (Charles Herm: 
ite，1822 一 1901， 法 国 数学 家 ) 证 明了 e 是 超越 数 ， 从 而 使 超 
越 数 论 进入 一 个 新 阶段 。188? 年 林 德 吕 【《Ferdinand Limdem- 
ann，1852~1939， 推 广 了 埃 尔 米 特 的 方法 ， 证 中 了 xz 十 超 越 数 ， 
从 而 解决 了 十 希腊 的 “化 团 为 方 " 问 题 ， 

19 扩 纪 超越 数论 的 最 高 成 就 ， 是 宁德 曼 一 维尔 斯 特 拉 斯 定 
理 ， 如 果 91，62,……… ,qa, 是 不 同 的 代数 数 ，B1，Bs，……… ，B. 是 
非 堆 代数 数 ， 刚 


十 


a rr Hm di ne 


jr 十 是 .6 证 0。 C1) 
南 此 可 以 导出 ， 如 果 al，a，……as 在 有 再 数 域 Q 上 线性 无 关 ， 
WY er ers, ex 代数 无 关 《 即 它们 不 适合 任 一 其 系数 为 有 
理 数 的 多 项 式 方程 )。 由 (1) 可 知 ， 如 a 是 非 零 代数 数 ， 则 siaa， 
cosa，tand 蝇 是 超 越 数 ， 如 a 是 不 等 于 0 和 1 的 代数 数 ， 则 ) 自 然 
对 数 lna 是 超越 数 ， 

1900 年 希 尔 伯 特 提出 的 33 个 问题 中 第 7 问 古 是 ， 如 果 & 是 不 
等 于 1 和 1 的 代数 数 ，b 是 无 理 代 数 数 ， 那 么 ar 是 否 超越 数 ? 后 
来 芒 尔 丰 德 (Anekca Hrp Ocmnosnmx lenbqonn, 于 1934 年 
证 明了 ， 若 a 不 汶 零 或 ] 的 代数 数 ，b 是 一 次 复 代数 数 ， 则 az 是 
赵 越 数 ， 特 别 是 es 一 (一 1) 是 超越 数 。 它 现在 称 为 盖 尔 丰 德 定 
建 ， 解 让 了 和 和希 人 处 从 特 第 ? 问题 。 

超越 数论 的 最 新 发 展 全 用 洲 来 家 交换 代数 ， 代 数 几 何 ， 多 复 
变 函 数论 ， 甚 至 上 辐 届 理论 前 方法 。 它 正 处 在 活跃 时 期 。 


三 、 哥 德 巴 灰 猜 想 


数论 中 的 许多 问题 是 在 对 有 限 儿 个 数 观 圭 试 验 的 "系统 尝试 * 
中 ， 利 用 不 完全 归纳 得 出 “狂想 "， 这 些 * 狂 起" 后 来 经 过 严格 的 证 
明 ， 有 一 些 被 推翻 了 ， 有 一 些 被 证 明 后 就 成 了 数论 中 的 定理 ， 有 
一 些 至 今 未 能 给 出 证 明 的 仍然 叫做 * 猜 钼 " 。 悄 如 哥 德 巴赫 谢 起 就 
是 数论 中 被 看 作 是 “皇冠 上 的 胃 开 "的 一 个 著名 问题 。1742 年 德国 
人 哥 德 巴 元 《thristian Goldbach，1690 一 1764 年 ) 写 信 给 欧 
拉 ， 提 出 了 这 样 的 排 测 :“ 每 一 全 大 于 2 的 侦 数 都 是 两 个 质数 的 
和 ”*。 比 如 ，4 一 2 十 2，6 一 3 十 3， 8 二 3 二 5，10 二 3 十 7,24 二 11 十 
13，100 一 3 十 97， 等 等 。， 验 算 的 数 越 多 ， 越 增强 这 个 排 测 的 可 
信 程 度 。 不久， 欧 拉 复 信 给 苹 德 巴赫 说 :“ 任 何 大 于 4 的 偶数 都 
是 两 个 素质 数 的 各 ， 星 然 我 还 不 能 诞 明 它 ， 但 是 我 确信 无 疑 认 为 
这 是 完全 正确 的 定理 ”"。 这 个 推油 ， 欧 拉 一 直到 死 也 未 能 给 予 证 
明 。 
推测 提出 200 多 年 来 , 一直 没有 人 能 各 给 出 证 明 ， 它 成 了 一 
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道 著名 的 难题 ， 吸 引 着 许多 数学 家 去 研究 ， 并 被 册 做 “如 德 岂 吾 
浦 想 *"。 在 1900 年 ,德国 数学 家 锅 杀 人 的 特 (David Hilbert,!1882~ 
1943 年 ) .在 一 次 国际 数学 家 的 演说 中 ， 担 出 了 具有 重要 意义 的 
23 个 问题 ， 哥 德 巴赫 狂 起 坡 列 为 第 8 个 问题 的 一 部 分 。1921 年 ， 
贡 国 数学 家 哈代 {Godfrey Harold Hardy，1877 一 1947) 曾 说 ， 
菜 德 巴赫 猜想 的 困难 程度 是 可 以 和 任 林 没有 解决 的 数学 问题 相 纪 
的 ， 

20 世 纪 ， 数 学 家 对 哥 德 巴 赫 猪 丰 刻 若 攻 关 ， 取 得 了 重大 进 
殿 。1958 年 ， 数 学 家 王 交 证 明了 (2 十 3); 196? 年 ， 潘 承 渣 证 明了 
《1 十 5); 同年， 十 元 、 潘 承 润 允 证 明 (1 十 4)，1865 年 ， 维 诺 格拉 
多 夫 、 庞 皮 黎 等 证 明了 (I 十 3); 1966 一 1973 和 年， 陈景润 证 明了 
《1 十 2)， 即 任何 一 个 大 偶数 = 1 个 质数 十 至 多 2 个 质数 的 彝 积 ， 

100 一 23 十 ?7 一 23 十 I1X 了 ， 

1977 年 ，《 中 国 科 学 了》 第 二 期 公布 了 陈景润 的 论文 《大 偶数 表示 为 
一 个 素数 及 一 个 不 纪 过 两 个 素数 的 习 积 之 和 》。 有 陈景润 的 结果 被 
誉 为 《 尺 氏 定理 》，. 在 国际 数学 界 引 起 了 强 吝 的 反 啊 ， 固 外 数学 需 
称赞 陈景润 的 沦 浆 是 解析 数论 的 名 作 ， 是 得 法 的 光辉 顶点 ， 是 对 
研究 哥 德 巴赫 猜想 的 重大 页 献 ， 


四 .数论 的 应 用 


数论 是 一 门 高 度 铀 象 的 基础 学科 ， 长 期 以 来 ， 它 的 发 展 处 于 

纯 理 论 研究 状态 ， 它 对 数学 理论 的 发 展 起 到 了 积极 的 作用 ， 
近年 来 ， 数 论 也 开始 这 用 于 实际 ， 由 于 电子 计算 机 科学 和 广 
用 数学 的 发 展 ， 数 论 得 到 日 益 广泛 的 应 用 。 众 所 周知 ， 无 论 什 么 
问题 必需 离 散 化 之 后 才能 在 计算 机 上 进行 数值 计算 ， 所 以 离散 数 
六 日 益 显 得 重要 ， 而 离散 数学 的 枚 础 之 一 就 是 数论 。 数 论 景 初 研 
究 对 离散 如 的 计算 ， 而 后 又 发 展 成 用 解析 方法 对 连 竺 世 进 行 计 
算 ， 现 在 由 于 裔 速 电 了 计算 机 的 发 展 ， 市 离散 量 的 计 实 去 近 近 连 
续 量 而 达到 所 要 求 的 精度 已 成 为 可 能 了 。 还 有 近 20 年 发 展 起 玉 和 的 
高 维 数值 积分 的 系 论 网 作法 的 研究 中 ， 数 论 的 成 果 曾 被 三 泛 跟 
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用 。 一 致 分 布 理 论 ， 指 数 和 和 估计， 经 典 代数 数论 都 被 用 到 ， 其 至 
股 炙 图 遥 近 论 中 施 密 特 关 于 代数 数 的 联 立 有 理 遥 近 定 理 也 被 用 
到 ， 在 华罗庚 ， 王 元 的 《数论 在 近似 分 析 中 的 应 用 ?一 书 中 有 详尽 
的 论述 。 在 编码 和 数字 信和 号 处理 问题 中 ， 数 论 也 有 很 重要 的 应 
用 。 在 计算 方法 、 代 数 编码 、 组 台 论 等 方面 都 广 泌 使 用 了 初 辩 妆 
论 范 图 内 的 许多 研究 成 果 。 有 文献 报导 ， 现 在 有 些 国家 已 应 用 
“孙子 定理 * 来 进行 测 距 ， 用 原 根 和 指数 来 计算 离散 傅 立 半 变换 
等 。 些 外， 数论 的 许多 比较 深刻 的 研究 成 果 也 在 近似 分 析 、 差 集 
合 、 快 速 变 换 等 方面 得 到 了 应 用 。 随 着 科学 的 发 展 、 数 论 除 其 在 
纯粹 数学 中 的 基础 性 质 外 ， 已 日 益 展 现 出 直接 应 用 的 途径 。 这 是 
近 30 年 的 事 。 

数论 在 中 国 古 代 有 着 悠久 的 研究 历史 。 数 论 的 研究 也 是 中 国 
近代 数学 最 早 开拓 的 数学 研究 领域 之 一 。 杨 武之 首先 将 近代 数论 
将 入 中 国 。 华 罗 庚 、(1910~1985， 江 苏 省 金 坛 县 人) 柯 召 、 央 
山 准 等 是 这 一 领域 的 研究 在 中 国 的 创始 人 ， 特 别 是 华 罗 诬 在 解析 
数论 方面 的 卓越 成 就 ， 在 国际 上 有 广 证 深入 的 影响 ， 在 他 的 领导 
下 ， 培 养 出 一 批 优 秀 的 中 国 数论 学 家 。 
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第 六 章 ” 非 欧 几何 学 和 拓扑 学 


19 世 纪 ， 随 着 数学 的 迅速 发 展 ， 产 生 了 新 的 几何 学 一 一 非 欧 
几何 学 ， 它 突破 了 2000 多 年 来 的 欧 氏 儿 何 学 ， 推 动 上 和 何 学 的 发 
展 ， 是 数学 史上 的 重要 成 就 之 一 。 


一 、 非 欧 几何 学 


非 菊 才 柯 是 不 同 于 欧 几 里 得 几 柯 学 的 几 咎 体系 ， 一 般 是 指 罗 
巴 切 去 斯 攻 几 和 何 ( 双 有 旧 几 和 何 ) 和 黎 坚 的 糖 回 几 何 ,尤其 是 前 者 。 它 
们 与 殉 氏 几何 最 主要 的 区 别 在 于 公理 体系 中 采用 了 不 同 的 平行 公 
理 。 

1. 非 葡 几 何人 的 产生 

直到 18 世 纪 末 ， 人 习 计 为 现实 的 空间 只 能 是 欧 儿 里 得 廊 人 局 所 
描述 的 那 种 形式 ， 即 所 谓 绝 对 * 平 直 " 的 空间 ， 丰 可 能 还 有 别 的 十 
么 形式 。 所 谓 空 间 " 平 直 "”， 主 要 体现 在 年 行 公设 中 ， 即 在 平面 上 
过 直线 外 一 点 ， 只 能 作 一 条 直线 和 它 不 相交 ， 这 种 不 相交 的 直线 
就 称 为 平行 线 , “ 平 直 ”空间 理论 还 认为 三 角形 三 内 角 之 和 等 于 
180"。 它 的 有 师 率 等 于 零 。17~18 其 纪 的 牛顿 力学 ， 就 是 建立 在 这 
种 空间 观念 上 ， 和 牛顿 认为 空间 本 身 就 象 旋 大 无 比 的 室 箱 子 ， 它 和 
物质 的 运动 豪 无关 系 ， 这 就 是 牛顿 的 绝对 空间 。 

但 是 ， 客观 志 界 物质 运动 的 形态 是 密 种 宗 样 的 ， 其 空间 形式 
也 必然 是 多 种 多 样 的 ， 不 可 能 是 一 种 形式 ， 随 着 实践 规模 的 扩 
大 ， 在 航海 中 发 现 地 面 是 弯曲 的 ， 接 近 球 面 。19 世 纪 ， 人 册 于 交通 
运输 事业 的 发 展 ， 和 需要 精确 测 基 两 地 闻 的 距离 ， 这 就 要 考虑 曲面 
上 的 关系 ,促使 人 们 对 划 面 进行 深入 研究 。， 人 们 还 通过 天 文 观测 
米 考察 认识 了 遥远 空间 的 特性 这样 ， 由 于 实践 规模 的 扩大 ， 人 
们 对 空间 的 疙 对 "* 平 让 "发 生 了 怀疑 ， 逐 靳 形成 了 新 的 空间 概念 。 
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非 歌 几何 的 起 源 可 追 漳 到 人 们 对 欧 几 里 得 平行 公理 的 怀疑 。 
从 吾 希 腊 时 代 到 公元 1800 年 闻 ， 许 多 数学 家 都 尝试 根据 殊 几 里 得 
的 其 他 公理 去 证 明 欧 所 里 得 平行 公理 ， 结 果 都 归于 失败 。 后 来 德 
国 数学 家 高 斯 认为 ， 欧 所 里 得 的 平行 公理 既 不 是 一 条 几何 学 定 
理 ， 也 不 是 儿 何 学 公理 中 尾 备 的 ， 它 上 只 对 欧 氏 几何 学 才 有 效 。 如 
困 把 这 个 公理 修改 一 下 ， 变 成 “过 豆 知 直线 外 一 点 可 以 作 多 于 一 
条 与 该 直线 平行 的 线 "， 赠 完全 可 以 推出 男 一 套 几 和 何 学 来 。 商 斯 
时 就 已 经 明了 非 起 儿 何 学 的 轮 序 ， 但 是 由 于 怕 新 的 理论 不 会 被 人 
理解 ， 而 会 坡 人 全 筑 ， 术 他 自己 驳 话 说 ,“ 怕 引起 森 些 大 的 喊 
声 *， 因 此 一 右 子 都 没有 公开 提出 它 的 勇 气 ， 不仅 如 下 ,甚至 在 
别人 已 经 提出 这 个 问题 的 对 候 ， 他 也 从 来 没有 公开 地 炒 示 文 持 。 
高 斯 研究 非 欧 有 几何 移 情况 ， 具 是 在 他 死 后 ， 愉 他 跟 一 些 数学 家 的 
通信 各 他 的 址 稿 中 才 氢 露出 来 的 。 

高 斯 的 大 学 同学 稳 全 利 数学 家 饥 耶 - 法 永 卡 什 (Farkas Bol, 
Yai，1775~18569 终生 导 雪 第 片 公设 的 证 查 ， 他 的 工作 设 有 窗 
出 成 绒 ， 而 且 思 想 保 守 。 人 得 是 他 移 儿 子 铅 如 : 证 诺 什 (lanes Bo 
]73i，1802~1860)， 却 获得 了 突出 的 成 就 。 亚 诺 什 1817 一 1822 
年 在 维也纳 工学 足 读 书 的 时 候 ， 就 醇 心 于 第 五 公理 前 证 明 。 在 
1820 年 以 前 ， 他 和 艺 开 时 的 方法 莽 不 多 。 以 后 他 逐 斯 认识 到 第 五 
公理 不 能 证 明 ， 废 心 创 造 新 几何 党 鲍 囊 . 法 尔 - 卡 种 知道 儿子 也 
在 摘 第 五 公理 的 时 想 ， 才 次 写 依 坚 雇 阻止 他 。 但 是 ， 琵 诺 什 还 是 
继续 研究 ， 并 有 了 新 发 现 。1823 人 年 亚 庶 慎 写 成 了 深 卉 第 五 公理 的 
至 轩 的 绝对 于 何 学 ?$， 他 对 爹 亲 说 : “我 丰 经 在 蕊 有 中 创造 了 整 
个 世界 ”"。1825 年 ， 亚 诺 什 已 经 基本 上 完成 了 非 欧 几何 学 ,请 求 父 
亲 帮 助 出 版 ， 遭 到 了 他 父亲 的 拒绝 .一直 划 1831 年 父亲 才 决 定 把 
儿子 的 他 作 作 为 一 个 附录 出 版 在 且 已 的 著作 中 。 出 版 前 尘 尔 卡 什 
把 附录 窒 给 高 斯 ， 高 斯 接 到 附录 后 非常 吃惊 ， 并 回信 说， “…… 称 
人 先 他 等 于 称 哇 我 自己 ， 因 为 这 里 研究 的 一 切 肉 容 ， 你 的 几 子 所 采 
用 的 方法 和 他 所 达到 的 一 些 结果 ， 玫 有 乎 和 我 的 一 部 分 在 30 一 35 年 
前 已 开始 的 个 人 狐 思 机 符合 ， 我 真是 被 送 王 吓 坏 本 。…… 9 
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第 王公 理 问 题 的 物 席 解决 省 是 罗 巴 切 夫 斯 其， 他 1793 年 生 于 
撤 国 ，1810 年 获得 喀 出 大 学 硕士 学 亿 ，1816 年 23 岁 就 成 为 数学 教 
要。 他 开始 世 想 找 出 第 五 公理 的 证 明 ， 后 末 ， 他 认识 到 这 样 的 证 
明 是 不 可 能 的 ， 他 断定 可 能 存在 别 一 种 几何 学 ， 染 心 创造 新 的 几 
何 学 。 这 种 几何 学 采用 了 了 欧 氏 斤 体 的 第 五 公理 以 外 的 所 有 公理 ， 
他 把 第 五 公理 旗 到 一 边 ， 所 出 了 只 外 一 个 公理 : “过 已 扼 直 线 外 
一 点 至 少 可 以 作 两 条 直线 和 已 知 直线 不 相交 ”"。 他 建立 了 自己 的 
公理 系统 ， 提 出 了 新 的 几何 ， 严 密 性 并 不 比 网 氏 几 何 差 。 

办 巴 切 去 斯 基 在 1826 年 2 月 11 口 喀 山 大 学 物理 数学 系 会 议 
上 ， 宣 读 了 报告 《关于 几何 原理 的 讨论 》 这 一 天 被 认为 是 “ 非 欧 
上 几何 学 诞生 日 "。1829 年 ， 就 是 鲍 耶 ' 亚 诺 什 的 《附录 ?出 版 前 3 
年 ， 罗 双 切 赤 斯 导 在 & 喀 山 通 报 8 上 发 表 了 人 的 题目 为 《关于 斤 何 
原本 ;的 著作 ， 在 报告 和 著作 中 罗 巴 切 夫 斯 基 候 述 了 目 己 关于 新 
几何 的 研究 。 

罗 包 切 大 斯 基 是 几何 学 上 的 哥 名 尼 ， 他 创立 的 新 几何 学 动 括 
了 旧 世 界 的 基础 ， 因 而 引起 了 教 庭 的 反对 。 总 主 邯 宜 布 他 的 学 说 
是 那 谱 ， 有 人 用 串 名 信 在 反动 杂志 上 上 刘 吕 他， 荒唐 无 理 的 程度 是 
史 无 前 销 的 。 周 笑 、 和 侮辱 ， 甚 至 宣布 他 是 疯子 。 这 一 切 正 如 高 斯 
所 佑 计 的 ， 也 是 商 斯 所 害怕 的 。 高 斯 是 了 解 罗 巴 切 夫 斯 基 理 论 的 
人 ， 必 不 项 公开 册 支 持 他 ， 只 在 秘 人 通信 里 说 到 自己 对 罗 巴 切 夫 
斯 基 理 论 的 试 扎 。 但 是 罗 巴 场 夫 斯 基 却 从 不 居 服 ， 坚 特 真 理 ， 一 
个 人 英勇 奋斗 到 底 。 ， 

i854 和 年， 德国 数学 家 黎 曼 建立 了 更 广泛 的 一 类 非 葡 几何 一 一 
黎 受 几何 。 与 此 同时 ， 产 生 了 拓扑 流 形 的 概念 。 

2。 非 欧 几 和 何 学 前 内 容 

非 殉 几何 有 和 狭义 的 、 广 文 的 和 通常 意义 的 这 三 种 不 同 的 含 
义 。 狼 多 的 非 欧 几何 是 指 罗 巴 切 夫 有 斯 基 几 何 ， 广义 的 非 欧 几 何 泛 
指 一切 和 和 欧 氏 几 条 不 同和 的 几何 ， 通 常 意义 的 非 获 几何 是 指 罗 拓 几 
何 【 也 叫 纹 而 几何) 和 黎 反 几何 《也 下 作 顶 图 几何 )。 

罗氏 几何 学 的 公理 系统 积 欧 氏 几 和 何 学 不 同 的 地 方 仅 人 私 是 把 爽 
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民 平 行 公 丙 用 "失真 线 外 一 点 ,至 少 可 以 作 两 条 直线 和 这 条 直线 平 
行 " 来 代替 ,其 他 公理 绝 大 部 分 相同 .出 于 平行 公理 不 同 ,经 过 演绎 
推理 而 丰 出 了 一 连 吝 和 人 欧 几 里 得 几何 内 容 不 同 葛 新 的 几何 命题 。 

首先 是 关于 平行 线 的 定义 。 在 欧 氏 几何 学 中 把 共 面 的 两 条 不 
相交 前 直线 叫做 平行 直线 ， 而 在 罗氏 几何 中 却 规定 了 新 的 定义 ， 
内 谓 直线 44' 和 BB' 平 行 ， 必 须 满足 下 列 三 个 条 件 ， 

第 一 ， 直 线 44' 和 8B' 在 一 个 平 而 上 :; 

第 二 ， 直 线 AA' 和 BB' 不 相交 :; 

第 三 ， 在 过 488B' 内 ,从 B 引 直线 一 定 和 .4A' 相 交 ( 见 图 6-1)。 


l | M 
— 0 
~ iM p 7 
A A ‘ A 
图 6-1 


罗氏 平行 公理 是 这 样 说 的 ， 从 真 线 工 外 一 点 口 ， 恰 好 可 以 引 
和 鞋 不 相交 的 两 条 平行 直线 OL 和 QM， 如 图 扬 示 。 直线 OL 叫 
做 右 平 行 线 ， 直 线 OM 叫做 左 平行 线 。 从 口 向 直线 工 引 疏 相 线 
ON, 设 ON = 二 PP， 那 么 ， 人 NOL 就 随 品 的 变化 而 变化 ， 拒 这 个 
入 也 作 平 行 角 ， 用 下 【《) 来 表示 ， 当 忆 一 oo 的 时 候 ，zF( 忆 ) 一 0， 
当 己 一 0 的 "” 候 ， 所 二) 一 直角 。 基 为 一 般 来 说 。 民 号 ) 小 于 直角 ， 
所 以 人 世 的 反 向 线 O 〇 5 离 直 线 工 越 来 越 远 。 开 ( 斑 ) 称 为 罗马 切 夫 斯 
基本 数 ， 

又 邵 图 6-2 所 示 ， 5 是 6 的 右 平 行 线 。 现在 观察 直线 C 上 的 
一 点 关 到 直线 4 的 距离 XY , 随 著 关 点 的 移动 , 君 君 它 将 怎样 变化 * 

从 A1 问 直线 a 引 坛 线 .4 B， 以 点 五 1 回 直 线 c 引 和 三线 BA:; 
再 从 点 A; 向 直线 ai 重 线 4 有 >， 从 点 号 :人 向 直线 C 引 稚 线 昌 :4s ,很 
容易 证 明 .A,B3<A1B1,AsBs<A2Ba。 如 果 再 继续 这 样 作 下 去 ， 点 
A A2、As 到 直线 a 的 距离 变 得 越 来 越 小 ， 换 名 话说 ,就 是 
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当 点 区 问 右 移动 的 时 个， 它 到 直线 
a 的 距离 XX 了 逐渐 变 小 ， 当 点 站 趋同 
无 限 远 的 时 候 ，XY 一 0， 就 是 说 平 
行家 线 c 和 az 渐 这 地 通 近 ， 

同时 订 以 证 明 ， 它 们 的 下 离 在 相 
反方 向 不 羽 增 大 ， 而 且 趋 向 无 穷 。 这 
个 结论 和 欧 氏 几何 里 的 平行 线 间 的 距 
离 处 处 相等 的 构 念 差别 包 么 大 | 

册 于 平行 线 的 定义 不 同 ， 平 行 线 公 理 不 同 ， 因 此 ， 在 欧 碟 几 
柯 中 ， 凡 是 和 平行 线 有 关 的 一 些 命题 ， 在 罗氏 几何 中 襄 有 新 的 意 
义 。 如 两 条 直线 或 者 相交 或 者 平行 ， 或 者 既 不 相交 又 太平 行 ， 如 
果 平 行 , 它们 在 一 侧 渐 近 地 有 逼近 ,而 在 另 一 情 贴 无 限 地 分 腐 。 既 不 
相交 又 不 平行 的 两 条 直线 称 为 一 对 分 散 线 ， 它 们 之 间 的 距离 在 两 
个 上 方 同 都 东 于 无 窑 . 

三 角形 各 内 角 之 种 总 小 于 两 个 直 般 ， 而 上 且 不 同 的 三 角形 有 不 
问 的 内 角 和 和 。18366 年 ， 意 大 利 数学 家 贝尔 特 拉 术 (Eugenio Bel- 
traimi，1835 一 1899) 发 更 了 实现 这 种 几何 的 一 个 模 理 。 这 是 问 
内 门 聊 的 曲面， 如 高 音 嘲 咏 形 的 特殊 曲面 ， 如 图 6-3 所 示 ， 一 般 
叫 世 球面 。 它 的 曲率 《 即 者 孙 曲 面 在 一 点 附近 
的 杰 曲 程度 的 量 ) 是 负数 。 把 信 球 面 上 的 测 地 
线 看 必 直 线 , 则 三 角形 和 的 三 内 角 和 就 小 于 180"。 
这 种 非 欧 儿 坷 学 ， 孙 认 了 空间 的 弯曲 ， 它 的 曲 
率 是 一 个 非 霍 负 常 数 。 这 种 几何 学 所 描述 的 空 
间 各 处 一 样 变 ， 其 性 质 厢 “ 因 地 而 异 "， 这 种 罗 
开 儿 何 又 吓 双 曲 了 几何 学 。 

19 世 纪 中 时， 更 大 范围 的 天 文学 观测 使 人 们 明确 了 许多 人 恒 蝇 
到 地 球 的 距离 .黎明 在 研究 引力 理论 和 电磁 理论 的 过 程 中 ,提出 空 
间 形 式 和 物质 运动 形 访 相互 关联 的 问题 。 他 认为 ， 当 人 们 的 观察 
范围 不 断 地 向 宇宙 空间 发 展 时 , 客观 世界 的 空间 形式 可 能 有 变化 ， 
空间 的 曲率 是 变量 ， 骸 可 以 是 正 ， 世 可 以 是 负 ， 叉 可 以 是 00， 而 
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生 各 处 可 以 不 同 弯曲 ， 还 存在 着 差异 ， 这 又 是 一 个 进步 
欧 氏 兵 何 的 三 角形 内 和 角 和 是 等 于 180 的， 罗氏 几何 的 三 角形 
肉 角 和 水 于 180"， 黎 曼 沁 何 的 三 角形 内 角 和 大 于 180*。 这 是 黎 竖 
用 何 跟 欧 氏 几何 、 罗 氏 几 何 的 一 个 不 同 的 特点 。 因 为 在 黎 氏 几何 
中 ,， “直线 " 是 球面 上 的 大 辆 弧 ， 球 面 上 三 条 这 样 的 站 线 可 以 构成 
一 个 三 角形 。 例 如 ， 在 右 疼 的 球面 上 过 北极 六 和 南极 S 的 两 条 大 
圆 弧 《也 叫做 子午 线 ) 和 赤道 图 成 一 个 三 角形 ， 也 就 是 图 中 的 
入 NAB。 我 们 知道 ,子午 线 是 垂直 于 赤道 的 , 因此, 这 样 的 球面 三 
骨 形 的 三 个 角 中 已 经 有 了 两 个 直角 ， 再 加 上 第 三 个 角 ， 三 角形 的 

三 肉 角 和 就 大 于 180 ”。 

x 在 黎 爱 几何 里 ， 作 为 直线 是 球面 
上 的 大 团 统 ， 因 此 ， 两 条 “直线 "(也 
就 是 两 个 大 贺 弧 》 总 是 相交 在 球面 的 
两 个 对 径 点 上 。 这 样 ， 对 于 欧 氏 几何 


和 罗氏 斤 何 关于 通过 两 个 不 同 的 点 只 
能 引 一 条 直线 这 个 基本 命题 ， 在 黎 受 
NS 乒 何 里 是 不 成 立 的 。 
3 . 在 黎 曼 几何 里 还 有 欧 氏 几何 和 罗 
网 6-4 氏 玫 何 里 都 不 成 立 的 命题 。 这 个 命 题 
是 ， 每 两 条 直线 都 有 一 个 ) 公共 点 。 这 个 命题 很 明显 ， 因 为 每 
两 个 大 圆 邦 有 一 对 对 径 的 交点 。 换 句 话说 ,就 是 在 黎 爱 几何 的 平 阐 
上 没有 平行 直线 . 
黎 曼 几何 就 是 这 样 一 各 几何 学 。 它 符合 结合 公理 ， 但 是 没有 
平行 线 。 丽 且 三 角形 的 内 角 和 大 于 180* , 称 为 精 圆 几何 。 
3。 非 欧 风 何 的 意义 
非 欧 下 何 的 创建 打破 了 欧 氏 扩 何 的 一 统 天 下 ， 从 和 究 本 上 划 新 
和 拓 广 了 人 们 对 几何 学 观念 的 认识 。 它 打破 了 康德 关于 网民 几何 
是 先天 的 、 唯 一 的 现实 空间 的 观念 ， 是 人 类 空间 认识 史 的 一 次 飞 
九 ，1872 年 ， 克 于 面 (Chrstian Felix 上 kleina，1849~ 人 1925， 德 
园 数 学 家 ) 从 变换 群 的 观点 对 各 种 几何 学 进行 了 分 类 ， 提 出 落 各 
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的 埃 尔 朗 根 纲领 ， 这 个 纲领 对 于 几何 党 的 进一步 发 展 曾 经 发 千 重 
大 影响 。 

非 欧 几何 的 创建 导致 入 们 对 几何 学 基 太 的 深入 研究 。 它 开 折 
了 几何 原则 的 新 发 展 ， 扩 大 了 几何 学 研究 对 银 和 范围 ， 引 起 新 的 
几何 学 产生 . 它 使 人 们 认识 到 几何 学 中 的 公理 系统 并 非 是 唯一 的 ， 
欧 氏 几何 公理 系统 中 改 汉 第 五 公理 就 产生 了 罗氏 及 何 一 一 双 则 多 
何 的 公理 系统 ， 表 明 公 理化 方法 是 数学 研究 的 一 大 挫 动 力 ， 这 对 
后 来 的 数学 发 展 有 重 扩 的 影响 ， 着 尔 伯 特 于 1899 年 建立 了 一 套 严 
格 的 欧 氏 几何 的 公理 系统 。 继 儿 和 何 学 之 后 ， 数 学 家 们 又 建立 并 研 
究 了 如 算术 、 数 理 逻 嵌 、 慨 率 论 等 一 些 数学 学 科 的 心理 系统 ， 公 
理化 方法 已 成 为 项 代数 学 的 重要 方法 之 一 。 

非 菊 几何 的 创建 不 仅 推 让 了 几何 学 观念 ， 而 且 对 于 20 挫 纪 初 
期 物理 学 中 发 和 下 的 关于 空间 和 叶 间 的 物理 观念 的 改革 也 起 了 重大 
作用 . 非 欧 世 何 学 首先 提出 了 变 肯 的 空间 ， 它 为 更 广泛 的 黎 曼 几 
何 的 产生 创造 了 了 前提， 而 获 曼 几何 后 来 成 了 爱 基 斯 坦 广 义 相对 论 
的 数学 工具 。 受 因 斯 旧 在 狭义 煤 对 论 焉 主要 和 基本 的 命题 是 ; 空 
间 和 时 间 有 不 可 分割 的 密切 关系 。 而 在 广义 相对 论 里 放弃 也 关于 
时 空 的 均匀 性 的 观念 ， 他 认为 时 空 只 是 在 充分 小 的 区 域 里 近似 地 
均匀 的 ， 但 是 其 整体 却 不 是 均匀 的 。 在 物理 学 中 的 这 种 解释 ， 人 答 
恰 是 和 * 在 无 穷 小 范围 内 * 欧 氏 玫 和 何 式 的 黎 党 空间 的 观念 相 人 做， 这 
个 广义 相对 论 于 的 时 空 各 可 以 解释 为 一 种 黎 曼 空间 。 按 照相 对 论 
的 观点 ， 字 害 结 均 的 几 柯 学 不 是 欧 氏 几何 学 而 是 接近 非 欧 几何 
学 。 

韭 欧 几何 学 在 数学 的 一 些 分 支 中 有 着 重要 的 应 用 ， 它 们 互相 
活 透 ， 促 进 着 各 吝 的 发 展 。 黎 曼 几 何 丰 仅 是 刷 分 几何 的 基础 ， 也 
应 用 到 微分 方程 ， 变 分 法 和 复 变 函 数论 等 方面 。 庞 加 菜 利 用 复 平 
许 上 作出 的 移 巴 切 夫 斯 基 玫 何 错 增 证 明了 自 守 范 数 的 基本 区 坡 是 
一 些 逢 此 全 痢 的 多 边 形 。 这 个 结果 对 于 建立 自 守 函数 理论 有 重 查 
的 作用 。 正 如 希 尔 伯 特 所 说 的 :“19 进 纪 最 有 启发 性 、 最 重 要 的 
数学 成 就 是 非 欧 玫 何 学 的 发 现 ”， 
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二 ， 拓 扑 学 


拓扑 学 是 19 志 纪 发 展 起 来 的 一 个 重要 的 几何 分 支 。 通常 的 初 
等 几何 是 研究 图 形 经 刚体 变换 后 仍 保 持 不 变 的 性 质 ， 窑 雇 叫 获 列 
体 几 和 何 学 ， 射 影 几 何 研 究 略 形 在 射影 对 应 下 不 变 的 性 质 。 而 拓扑 
学 是 研究 立 形 经 过 拓扑 声 狂 后 不 变 的 性 质 。 所 谓 拓扑 变换 就 是 一 
一 对 应 的 双方 连续 变换 。 让 我 们 打 一 个 通俗 的 比方 。 在 一 开 橡 诬 
上 面 画 一 个 圆 4， 再 将 橡 上 度 扭 和 焉 、 拉 伸 、 压 缩 (不 拉 断 .不 重合 )， 
太 便 变 皮 一 个 生疏 扣 扭 的 图 形 B，44 和 8B 的 形状 很 不 相同 , 但 4 上 
每 一 点 都 变 成 中 上 一 个 点 ， 不 会 出 现 两 个 点 变 成 一 个 点 或 一 个 后 
恋 成 两 个 点 的 情况 ， 这 叫做 一 一 对 应 。 此 外 ，4 上 两 个 非常 接近 
的 点 cl、dz， 变 成 如 上 的 两 个 点 各、53 后 ， 他 非常 接近 :， 反之 ， 召 
上 任意 两 个 很 接近 的 点 ， 原 来 在 4 上 上 也 很 接近 ， 这 叫做 双 抽 巡 
续 。 一 一 对 应 而 且 双 方 连续 的 变换 叫做 拓扑 变换 必 见 图 6-5)。 
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图 6-5 

1， 括 扑 学 发 展 向 史 

拓扑 学 起 初 串 形 势 分 析 学 ， 这 是 某 布 尼 葡 1679 年 提出 的 名 词 
{ 形 指 一 个 图 形 本 和 庙 的 性 质 ， 势 指 一 个 图 形 与 其 子 图 形 相 对 网 性 
质 ， 扫 结 和 嵌入 癌 题 就 是 势 的 问题 )， 拓 扑 学 从 欧 拉 于 1736 年 解 
决 七 桥 问题 开始 ， 这 是 数学 史 上 上 著名 的 " 彰 尼 斯 保 七 桥 癌 题 *， 它 
的 确 生 动 节 说 明了 象 折 扑 学 这 种 数学 语言 是 如 何 轻 而 易 举 地 解决 
了 那 种 单 靠 日 常 的 自然 语言 所 无 法 解决 的 难题 的 。 
18 世 纪 ， 东 普鲁士 的 哥 尼斯 人 性 地 区 有 一 条 布 勒 格 尔 河 模 鞭 城 
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仇 。 它 是 由 新 济 和 白河 两 条 支流 在 城中 心 汇合 咸 的。 在 河中 心 有 
个 器 克 奈 芳 福 的 岛 泡 ， 河 上 有 七 座 各 具 特 色 的 大 桥 ( 见 图 6-6)， 
在 克 奈 芳 福 岛 上 有 有 一 所 古老 的 哥 尼 斯 坎 大 学 。' 每 天 傍晚 时 分 ， 这 
所 大 学 的 学 生 们 总 疲 散 步 于 这 七 座 大 桥 之 间 、 他 们 常常 想 如 此 通 
过 这 七 座 桥 ， 妖 不 重复 ， 又 不 尘 过 任何 一 座 桥 ， 可 是 ， 想 们 总 也 


达 不 到 上 且 的 。 于是， 他们 写 信 给 数学 家 散 拉 ， 请 他 希 助 解决 这 个 
难题 。 


图 6-6 


欧 拉 塘 到 信和 后 ,他 想 ,既然 名 与 半岛 是 桥梁 的 连接 地 点 ， 两 岸 
陆地 也 是 桥梁 通 往 的 地 点 , 那 末 不 如 把 这 四 处 地 点 缩小 成 四 个 点 ， 
并 把 七 座 桥 才 示 成 七 条 线 【《 竟 图 6-7)。 于 是 ， 人 们 无 重复 地 走 讨 
这 七 座 桥 的 问题 ， 就 相当 于 用 一 笔画 
出 图 的 几何 图 形 ， 这 就 是 所 要 解决 的 
“七 桥 问 题 " 的 数学 模型 。 这 里 ， 岛 ， 

半 萄 和 陆地 的 具体 性 质 不 见 了 ， 窗 下 

来 的 是 抽象 的 数学 点 ， 桥 的 具体 性 质 

也 不 见 了 ， 剩 下 来 的 是 线 ， 图 6-7 
接著 ， 欧 拉 在 这 种 符号 语言 的 基础 上 推演 论证 。 他 着 重 考虑 

的 就 是 这 "一 笔 副 " 的 数学 结构 特征 ， 一 笔画 有 起 点 和 终点 ， 起 点 

和 终点 重合 者 被 称 汶 封闭 图 形 ， 香 则 便 称 为 开放 图 形 。 除 起 点 和 

溺 点 外 ， 一 笔画 中 间 可 能 出 现 一 些 曲 组 的 交点 , * 在 这 些 交点 外 曲 

线 一 进 一 出 ， 因 此 通过 的 曲线 总 是 俑 欧 条 ， 这 些 交 点 就 称 为 “ 偶 

点 "。 由 此 看 来 ， 只 有 起 点 和 终点 处 通过 的 曲线 可 能 是 琳 数 条 ,此 

时 起 点 和 终点 可 称 为 * 奇 点 "。 特 别 当 起 点 生化 点 重合 时 ， 便 成 为 


Fe} 


一 个 侦 点 ,或 者 成 为 一 个 一 般 点 ， 当 然 不 能 青 是 尝 点 。 葡 拉 惠 明 . 
了 T， 任 何 一 个 一 笔 图 ， 要 么 没有 条 点 ， 要 么 有 两 个 奇 点 ， 而 七 桥 
滞 题 所 对 应 的 图 形 中 ， 四 个 点 都 是 奇 点 ， 因 此 它 超出 了 一 笔画 的 
范围 ， 林 能 由 一 笔画 成 ， 即 一 次 无 重复 地 走 过 七 座 桥 是 不 可 能 
的 。 

殉 拉 把 上 述 论证 的 缚 果 以 伟 的 方式 告诉 了 可 尼斯 储 大 学 的 闫 
学 们 ， 同 学 们 对 他 令 人 信服 的 推论 极为 满意 ， 这 件 事 发 生 在 1735 
年 ， 它 作为 折 扑 学 和 现代 贸 论 的 发 器 在 数 尘 史上 是 级 有 名 的 ， 

1851 年 黎 曙 在 复 变 沪 煌 和 的 研究 中 提出 了 歼 曼 而 的 几 箱 概念 ， 
并 且 强 调 ,， 为 了 研究 函数 ， 研 究 积 分 ， 就 必须 研究 形势 分 析 学 ， 
大 此 开始 了 拓 扩 学 的 系统 研究 。 歼 曼 本 人 解决 了 可 定向 闭 曲 而 的 
同 旺 分 类 问题 。 在 元 何 学 的 研究 中 歼 曙 明确 提出 # 维 流 形 的 机 
您 。 

组 合 拓扑 学 的 问 基 人 是 珑 加 莱 ， 忆 是 在 分 析 学 和 力学 的 工作 
中 ， 畦 别 是 在 关于 复 商 数 的 单 值 化 和 关于 微分 方程 决定 的 曲线 的 
研究 中 ， 走 僻 研 究 拓扑 学 的 道路 的 ， 他 的 主要 兴趣 在 4 维 流 行 。 
在 189%5 一 1904 年 间 ， 他 创立 了 用 部 分 研究 流 形 的 基本 方法 。 他 引 
进 了 许多 不 变量 ， 基 本 群 、 同调 ， 贝 划 数 、 授 系数 ， 并 提出 了 上 共 
信 计 算 的 方法 。 他 探讨 了 三 维 流 形 的 拓扑 分 类 问题 ， 提 出 了 著名 
的 庞 加 莱 靖 想 。 

2. 拓扑 学 的 内 容 

拓扑 学 建立 后 ， 由 于 其 他 数学 发 展 需要 ， 它 也 得 到 了 迅速 的 
发 展 。 特 别 是 黎 曼 创立 歼 曼 几何 以 后 ， 所 招 站 池村 合作 为 解 六 可 
数论 的 基础 ， 更 如 促进 了 拓扑 学 的 进展 。 

点 集 拓 拉 是 扑 折 学 的 一 个 重要 分 支 ”主要 研究 折 扑 空间 的 上 
身 结 构 及 其 间 的 连续 映射 。20 世 纪 了 以 来 ， 人 党 合 论 被 引进 了 拓扑 
学 ， 为 拓扑 学 开拓 了 新 的 前 录 。 点 集 拓扑 学 呆 一 些 需 要 精确 化 措 
还 的 问题 邦 可 以 应 用 集合 论 来 论述 。 
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图 6-8 
的 一 个 点 。 如 果 这 集 人 台 的 每 个 点 都 能 被 包 力 在 只 骨 这 集合 的 一 部 
分 点 的 领域 所 组 成 的 并 集 之 中 ， 这 集合 就 是 开 集 。 如 果 一 个 集合 
含有 所 有 极限 点 ， 至 重臣 闭 集 。 
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夭 密 切 的 点 乐 拓扑 学 的 群 究 。 经 过 中 外 学 者 的 努力 ， 现 蕊 形成 了 
称 之 为 不 分 朋 拓 扑 学 〈《 即 模糊 拓扑 学 ) 这 个 生机 过 却 的 研究 领 
域 。 

代数 拓扑 学 是 拓扑 学 的 另 一 分 支 , 偏重 于 用 代数 方法 来 研究 ， 
它 的 前 身 是 组 合 拓 扑 学 。 现 在 点 尘 托 扑 学 与 代数 折 扑 学 又 有 统一 
的 趋势 ， 

因为 大 量 自然 现象 具有 连续 性 ， 所 以 拓扑 学 具有 广泛 联系 各 
种 实际 事物 的 可 能 性 。 通 过 拓扑 学 的 研究 ， 可 以 博 明 空间 的 儿 柯 
结构 ， 从 而 玖 握 空 间 之 疝 的 函数 关系 。 本 世纪 30 年 代 以 后 ， 孝 学 
"家 对 拓扑 学 的 研究 更 加 深入 ， 提 出 了 许 儿 全 新 的 概念 ， 如 一 致 性 
结构 概念 、 抽 象 距离 概念 等 等 。 随 着 抽象 代数 的 兴起 ，1925 年 诺 
特 〈《Max Noether，1844~ 1921， 德 国 数 学 家 ) 提议 把 组 合 拓扑 
学 建立 在 群 论 的 基础 上 ， 在 他 的 影响 下 ， 霍 普 夫 (Heinz Hopf， 
1894 人 1971， 德 国教 学 家 ) 1928 年 定义 了 同调 群 ， 从 此 组 合 拓扑 
学 逐步 演变 成 利用 抽象 代数 的 方法 研究 拓扑 问题 的 代数 拓扑 学 ， 
艾 伦 伯 格 与 斯 廷 罗 德 1945 年 以 公理 化 的 方式 总 结 了 当 材 的 局 调 
论 ， 后 写成 (代数 反扑 学 基础 }》 (1952 年 )， 对 于 代数 拓扑 学 的 传 
播 、 应 用 和 进一步 发 展 起 了 巨大 的 推动 作用 .他们 把 代数 拓扑 学 
的 基本 精神 概括 为 ， 把 丘 盾 间 题 转化 为 代数 问题 ， 通 过 计算 来 求 
解 。 

3。 拭 站 学 前 应 用 

连续 性 与 离散 性 这 对 革 盾 在 自然 现象 与 社会 现象 中 普 裔 存在 
着 ,数学 也 可 以 钥 赂 地 分 为 连续 性 与 离散 性 的 两 大 门类 ， 邱 站 学 
对 于 连续 性 数学 自然 是 带 有 根本 意义 的 ， 对 于 离散 性 也 起 着 巨大 
的 推进 作用 。 括 扑 学 的 基本 内 容 已 经 成 为 现代 数学 工作 者 的 党 
识 ， 扼 扑 学 被 广泛 应 用 于 其 他 数学 分 支 。 

拓扑 学 中 的 纤维 从 理论 (是 拓 扑 弛 积 的 推广 》 和 微分 几何 中 
的 联络 论 一 起 为 理论 物理 学 中 扬 -米尔 斯 规范 场 论 提供 了 现成 的 
数学 框架 ， 狐 如 20 世 纪 初 歼 曙 几何 学 对 爱 因 斯 坦 广 义 相对 论 的 作 
用 ， 规 范 场 的 研究 又 促进 了 四 维 的 微分 拓扑 学 出 人 意料 的 进展 . 
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拓扑 学 对 于 分 析 学 的 现代 发 展 起 了 极 大 的 推动 作用 。 随 地 科 
学 技术 的 发 展 ， 需 要 研究 各 式 各 样 的 非 线性 现象 ， 分 析 学 更 多 地 
求助 于 折 扑 学 ， 微 分 拓扑 学 的 进步 ， 促 进 了 分 析 学 向 流 形 上 的 分 
析 学 【又 称 大 范围 分 析 学 ) 发 展 。 在 托 姆 的 影响 下 ， 微 分 映射 的 
结构 稳定 性 理论 和 琳 点 理论 已 发 属 成 为 重要 的 分 支 学 科 。 在 多 复 
恋 关 数论 方面 ， 来 自 代 数 拓 扑 的 层 论 已 经 成 为 基本 工具 。 

拓扑 学 的 需要 大 大 刺激 了 抽象 代数 学 的 发 展 ， 并 且 形 成 了 两 
个 新 的 代数 学 分 支 : 同调 代数 与 代数 长 理论 。 代 数 几 何 学 从 50 年 
代 以 来 已 经 完全 改观 。 托 姆 前 协 边 论 直 接 促 使 代数 入 的 篆 曼 - 罗 
赫 定 现 的 产生 ， 后 者 又 促使 加 扑 KK 理论 的 产生 ， 

范畴 与 函 子 的 观念 ， 是 在 镰 括 代 数 扳 扑 的 方法 论 时 形成 的 。 
范畴 论 对 各 如 代数 结构 进行 了 统一 的 研究 ， 对 拓扑 学 本 身 也 有 影 
啊 ， 如 拓扑 斯 的 观念 大 大 拓 广 了 经 典 的 拓扑 空间 观念 。 

在 经 济 学 方面 ， 诺 雪 党 (john von Neumann,1903~1957， 
匆 籍 美国 数学 家 ) 首先 把 不 动 点 定理 用 来 证 明 均 衡 的 存在 性 .在 
现代 数理 经 济 学 中 ， 诸 如 径 济 的 数学 模型 ， 均 本 的 存在 性 . 性 
质 、 计 算 等 根本 问题 都 离 不 开 代 数 拓 扑 学 、 微 分 拓扑 学 、 大 范 园 
分 析 的 工具 。 在 系统 论 、 对 策 论 ， 规 划 论 、 网 络 论 中 拓扑 学 也 都 
有 重要 应 用 。 

托 姆 以 微分 拓扑 学 中 微分 映射 的 奇 点 理论 为 基础 创立 了 突变 
理论 ， 为 从 量变 到 质变 前 转化 提供 各 种 数学 模式 。 在 物理 学 ， 化 
学 、 生 物 学 、 语 言 学 等 方面 已 有 不 少 应 用 。 

拓扑 学 的 概念 和 方法 对 物理 学 《如 液晶 结构 挟 障 的 分 类 )、 
化 学 《如 分 子 的 拓扑 构 形 )、 生 物 学 (如 DNA 的 环 卉 、 拓 邱 异 构 
酶 ) 都 有 直接 的 应 用 ， 

拓扑 学 与 各 数学 领域 ， 各 科学 领域 之 间 的 边 乏 性 研究 方 兴 未 
芯 ， 
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第 七 章 抽象 代数 学 


手 象 代数 是 关于 运算 的 学 说 ， 但 它 不 拖 归 已 局 限 在 研究 数 的 
运算 的 性质 上 ， 而 是 企图 研究 更 具 一 般 性 的 元 素 上 运算 的 性 质 ， 
它 在 数学 分 支 中 起 着 重要 作用 。 本 章 介 绍 一 下 抽象 代数 的 产生 、 
发 展 及 其 内 和 容 。 


,一 ， 愧 软 瓦 和 群 的 忠 想 


客观 事物 物体 的 形状 往往 具有 这 样 那样 的 “对 称 性 *。 对 于 这 
些 * 对 称 性 "的 研究 常常 可 使 得 人 们 加 深 对 于 物体 的 某 些 性 贰 的 认 
识 , 其 中 就 于 育 卷 “ 准 * 的 概念 ,例如 保留 下 来 的 中 国 就 烛 壁 带 中 的 
“ 边 饰 "、“ 顶 光 "、* 药 并 "以 及 上 共 他 文明 古国 的 早期 建筑 和 物品 ， 
都 有 很 多 带 “ 对 称 性 "的 图 像 : 在 自然 界 中 ， 人 矿物 结 蝇 体 也 最 示 出 
“对 称 性 "。 但 是 直到 18，19 世 纪 之 交 ， 才 逐 渐 产 生 利 形 成 数学 中 
的 “和 群 "的 概念 。 

“ 赫 “* 的 委 念 是 在 研究 五 次 以 上 方程 是 否 可 用 根 式 求解 国产 
生 的 。 我 们 知道 ， 直 芭 19 世 纪 初 ， 代 数学 仍 未 超出 解 方 程 的 范 
转 。 但 是 ， 二 次 方程 的 和 解法， 在 巴比伦 和 中 国 早已 掌握 了 。 我 国 
早 在 7 世纪 已 获得 了 三 次 方程 的 近似 解法 ， 到 13 志 纪 ， 秦 九 巍 发 
现 了 高 次 方程 的 近似 解法 ， 芍 洲 到 16 世 纪 发 现 三 次 和 四 次 方程 
的 解法 ， 在 文艺 复兴 时 代 意 大 利 数学 家 塔 尔 塔 利 全 (icole Ta- 
rtaglia，j500 一 1557)》 首先 解 岂 三 次 方程 ，1535 年 2 月 22 日 ， 
他 在 米兰 各 别人 竞赛 解 3 次 方程 的 题 上 月 ， 竞 赛 双方 各 出 30 道 题 
目 给 对 方 ， 谁 解 得 最 多 最 快 ， 谁 就 关上 胜 。 2 小 时 之 内 ， 卉 尔 塔 和 
亚 解 完了 30 道 题 有 日 ， 对 方 却 一 道 记 没有 解 出 。 获 胜 质 ， 塔 尔 塔 利 
亚 经 过 进一步 探索 ， 终 于 找到 了 三 次 方程 的 一 般 解 法 。 他 的 解法 
一 直人 保密 不 肯 公 布 ， 后 及 他 把 公式 告诉 了 意大利 数学 家 卡尔 达 诺 
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(Girolamo Cardano，1501 一 1576)， 人 们 把 这 个 公式 出 做 攻 

尔 达 诺 公式 ， 其 实 ， 它 应 该 串 作 塔 尔 涝 利 亚 公 式 ，3 次 方程 解 出 
后 ，4 次 方程 很 快 也 被 意大利 数学 家 坑 拉 里 (Ludovico Forrari 
1522~1565 年 ) 佣 闪 。 这 就 很 自然 地 亿 使 数学 家 们 继续 努力 寻求 
折 次 以 及 五 次 以 上 的 襄 次 方程 的 解 的 公式 。 数 学 站 经 过 3 个 志 纪 
的 努力 探索 ， 都 没有 得 到 解决 ， 

到 了 19 世 所 访 ， 挪 威 的 数学 家 阿 贝 尔 证 时 了 -一般 的 五 次 以 上 
的 方程 没有 解 的 代数 公式 。 徊 由 尔 的 这 个 断言 并 不 是 说 这 祥 的 方 
程 没 有 解 ， 而 是 说 一 艇 的 五 次 以 上 的 方 各 的 和解 ， 不 可 能 像 一 次 、 
二 次 、 三 次 方程 的 解 孝 样 ， 用 方程 的 系数 通过 加 、 减 、 飞 ， 除 、 
刁 方 、 开 方 这 些 代数 运算 表示 出 来 。 

后 来 ,五 次 或 五 次 以 上 的 方程 何 时 才能 有 代数 解 的 问题 ,出 法 
国 青 年 数学 家 贫 罗 瓦 彻底 地 解 洪 了 ， 合 罗 巨 20 岁 的 时 候 , 因为 积 
极 参 加 法 国资 产 阶级 于 全 活动 ， 曾 西 次 被 摘 入 铠 。1832 年 4 月 ， 
他 出 狼 不 入， 和 便 在 一 次 私人 次 斗 中 琵 去 ， 死 的 时 候 才 21 岁 。 吃 死 
前 他 预料 自己 难以 摆 赔 死亡 的 命 过 ， 所 以 连夜 给 朋友 守信 ， 仓 促 
地 把 自己 生平 的 数学 研究 让 得 气 旨 地 写 出 ， 状 附 以 论 实 的 手稿 。 
他 在 给 他 的 朋友 舍 豆 利 叶 的 信 中 说道:“ 我 在 分 析 方 面 作出 一些 
新 发 现 。 有 些 是 关于 方程 论 的 ,有 些 是 整 函 数 的 .…… 公 开 请 求 牙 
可 比 或 高 斯 ， 不 是 对 这 些 定理 的 正 碧 性 硬是 对 干 它 的 重要 性 发 表 
意见 ”"。 愧 罗 瓦 死 后 ， 按 照 他 的 遗愿 ， 会 巨 利 守 把 他 的 信 发 表 在 
《百科 评论 中。 他 的 论文 手稿 过 了 14 人 年 ， 才 出 法 国 数 学 家 刘 维 尔 
证 办 的 刊物 (纯粹 与 应 用 数学 》 杂 志 给 也 发 表 ， 导 站 是 《关于 方 各 
用 根 号 媚 的 条 件 的 记录 》， 刘 维尔 做 了 序 ， 同 数学 界 推荐 ， 

人 帆 罗 瓦 在 数学 史上 艇 出 责 献 ， 木 仅 解 决 了 几 个 世纪 以 来 一 查 
没有 解决 的 高 次 方程 的 代数 解 的 问题 ， 所 和 量 又 药 他 在 解 天 次 以 十 
高 次 方程 的 根 时 ,发现 方 程 根 的 对 称 性 是 解决 问题 的 关键 ,第 一 次 
提出 " 群 "和 的 概念 ， 为 群 论 的 建立 药 定 大 仙 ， 轧 并 了 芒 龟 代数 的 序 
幕 。 以 后 ， 抠 群 论 的 基本 原理 同 物质 铺 樟 和 运 芭 的 只 体 对称 性 相 
结合 ， 就 构成 为 研究 物质 微粒 运动 规律 的 有 力 工 具 。 从 而 开辟 了 
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代数 学 的 一 个 田 新 的 领域 ， 直 接 影响 着 代数 研究 方法 的 变革 。 从 
此 ， 伐 数 学 不 再 以 方程 理论 为 中 心 内 容 ， 转 向 代数 结 梅 的 性 质 的 
研究 ， 人 促进 了 代数 学 进一步 的 新 发 展 。 

拉 格 妆 日 和 高 斯 在 研究 数论 中 具有 同一 判别 式 九 的 二 次 型 
类 ， 即 =a 十 2bxy 十 cy 六， 其 中 a、b、c 为 整数 ，x、3 取 整数 
值 ， 且 门 = a: 一 bc 为 辕 定 值 ， 对 于 两 个 型 的 “复合 "乘法 ,构成 一 
个 交换 和 群 。 苏 德 金 于 1858 年 和 克 罗 内 克 于 1870 年 在 其 代数 数论 
的 研究 中 也 引进 有 限 交 换 群 推动 抽象 群 论 产 生 ， 

德国 数学 家 克 莱 因 于 1872 年 在 其 著名 的 “ 埃 尔 廊 根 网 领 " 中 挫 
出 , “所 何 是 研究 在 变换 群 下 的 不 变量 的 科学 ”， 克 莱 因 和 席 加 莱 
在 对 "* 自 守 函 数 " 的 研究 中 曾 用 到 其 他 类 型 的 无 限 变换 群 ， 即 似 对 
无 限 群 解 译 ， 但 离散 群 与 不 连续 群 与 无 限 群 是 各 不 相干 的 ， 其 中 
有 拓扑 役 念 。1870 年 以 后 ，M.S. 李 开始 研究 连续 变换 群 即 解析 
变换 群 ， 用 来 师 明 微分 方程 的 解 ， 并 待 它 们 分 类 导致 了 李 和 群 理 论 
的 产生 。 

群 论 的 发 展 导致 20 世纪 30 年 代 抽 象 伐 数 的 兴起 ， 尤 其 是 近 
3 年 来 ， 有 限 群 论 取 得 了 巨大 的 进展 ，1981 年 初 ， 有 限 单 群 分 类 
问题 和 的 完全 解 并 是 一 个 突出 的 成 果 。 与 此 同时 ， 和 无限 群 论 也 有 快 
如 的 进展 ， 

朵 罗 囊 提出 群 的 观念 使 整个 代数 学 揭 对 象 发 生 了 报 本 的 改 
变 。 代 数理 论 开 始 只 研究 代数 运算 本 身 的 性 质 ， 而 不 管 对 之 施行 
运算 对 象 的 具体 属性 。 当 时 ， 这 种 值 离 古 上 典 代 数 和 的“ 异 问 "， 自 然 
不 会 立即 得 到 承认 。 又 经 过 了 四 ,五 十 年 的 时间 ,人 们 才 逐 疡 认识 
到 ， 数学 的 对 象 除 了 " 数 "与 “ 形 ” 之 外 ， 还 有 " 群 " 这 类 抽象 的 东 
西 。 更 深入 的 研究 发 现 ， 群 在 数学 中 几乎 无 外 不在， 历时 已 入。 
不 公 如 此 ， 和 群 还 是 数学 上 某 种 统一 竹 的 象征 ， 因 此 ， 克 乘 固 就 把 
几何 学 统一 在 群 的 旗帜 之 下 。 从 此 ， 群 论 的 重要 地 位 被 数学 界 所 
承认 ， 

然 再 ， 在 很 长 的 时 间 里 ， 人 们 只 停留 在 研究 具体 的 群 ， 也 就 
是 变换 群 。 具 体 来 说 ， 就 是 由 把 方程 的 根 互 相 置 换 的 某 些 置换 组 
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成 的 置换 群 ， 起 者 是 把 图 形变 到 它 自身 的 某 些 交 执 级 成 的 变 换 
群 .那么 ， 换 否 将 各 种 具体 的 群 的 共 赔 转 征 抽象 出 来 强 * 即 只 券 
成 由 拍 象 元 素 构成 的 群 而 不 涉及 到 这 些 元 来 的 具体 竺 征 。18 世 妃 
名 种 其 体 的 群 论 接 连 出 现 ， 推 动人 们 研究 抽象 群体 论 。 


二 。 斤 特 与 范 ` 搞 ' 让 尔 屋 的 抽象 代数 


除了 群 论 之 外 ， 扫 多 代 钨 学 另外 两 个 分 支 世 有 了 一 定 的 发 
展 ， 铀 罗 瓦 不 仅 是 群 论 的 创造 者， 而 且 也 开创 了 域 论 ， 早 在 1830 
年 他 就 建立 有 限 域 的 概念 。 扯 象 代 数 的 另 一 个 新 分 支 是 环 论 ， 这 
是 出 拍 国 数学 家 埃 米 诺 转 来 完成 的 。 

埃 米 : 诺 辑 《内 malie Emmy Noether,1882~-1935 年 ) 是 德 
国 赤 出 的 女性 学 家 ， 抽 出 身 在 一 个 以 喜爱 钻研 学 问 面 著 称 的 犹太 
人 人 家庭 。 父 亲 Mazx' 诺 特 〈1844 人 1921， 德 国 篆 学 家 ) 是 一 位 数 
学 铭 授 ， 是 代 作 几何 举 专 家 . 埃 米 . 诺 转 的 抽 钨 代数 的 具体 背景 有 
些 楷 是 来 自 民 数 几何 的 。 埃 米 . 诺 竺 最早 的 工作 是 关于 不 变 式 的 ， 
1907 年 她 完成 博士 论文 “rn 元 形式 的 不 变 式 理论 "， 这 正 是 登 后 来 
抽象 理 银 理论 的 实际 背景 。 

埃 米 : 诺 特 在 充 菜 因 和 项 尔 伯 特 的 看 对 论 研 究 的 思 钵 影响 下 ， 
在 1918 年 发 天 了 两 博 重 要 论文 。 一 篇 是 把 莹 盟 几 何 学 和 广义 相对 
论 中 常用 的 每 分 不 变 式 问题 化 为 代 必 不 变 式 问 题 。 另 一 篇 就 是 所 
谓 读 特定 理 ， 把 对 称 狂 ， 不 变性 和 物理 的 守恒 规律 联系 在 一 起 ， 
这 问题 直到 今天 仍然 是 物理 学 中 的 基本 问题 ， 

不 变 式 时 期 之 后 ， 埃 米 : 诺 特 开 始 走 上 自己 独立 创建 “ 抽 数 民 
才学 ”的 道路 。 庄 特 在 研究 代数 学 时 ， 从 不 同 领域 的 相似 现 多 出 
发 ， 把 不 同 的 对 象 加 以 抽 象 化 ， 公 理化 ， 然 后 用 统一 的 方法 加 以 
处 理 ， 而 得 出 一 般 的 理论 . 

实际 上 ， 抽 和 象 代数 学 所 研究 的 博 论 ， 域 论 、 环 论 (代数 理 
论 、 理 想 论 、 模 论 ), 在 经 典 数学 中 已 经 有 各 种 具体 实例 ， 已 经 有 
离 所 与 希 尔 伯 转 的 一 系列 研究 ， 他 们 都 是 诺 转 的 拍 化 代数 的 先 
了 驱 。 
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气象 代数 应 从 拉 秒 关 晶 时 萌芽 ， 和 者 罗 瓦 ， 条 兵 尔 时 产 率 ， 19 
尼 生 有 所 发 展 ， 到 30 世纪 20 年 伐 ， 氮 诺 特 为 主 发 展 “ 十 分 光 光 
册 烂 " , 诺 特 在 1920 年 的 第 一 篇 抽象 代数 著作 中 就 已 提出 许多 重 变 
燥 念 ， 如 左 理 炉 、 夺 理想、 和 刹 余 类 、 同 构 ， 这 些 已 是 杖 数 中 最 直 
本 的 概念 ，1921 年 她 写 出 的 《 整 环 的 理想 理论 } 是 交换 慌 数 发 展 的 
里 午 神 ， 建 守 了 交换 诺 竺 环 理论 ， 证 明了 关于 理想 淮 素 分 解 合 
班 . 提 册 有限 共和 他 ,已 经 成 为 诺 竺 的 定义 。 她 还 研究 了 代数 理论 ， 
把 肖 己 的 统一 的 抽象 理论 应 用 到 数论 的 曙 体 问题 上 并 显 东 出 了 
巨大 了 威力 。 1926 年 她 发 表 《代数 煞 域 及 代数 项 数 威 的 理想 理论 的 
抽象 构 答 $》， 给 功德 金东 一 个 公理 刻画 ， 描 出 素 理 想 因 子 唑 一 
分 解 定理 是 一 个 充分 必要 条 人 御 。 这 商 篇 文章 包含 抽 千 代 丈 的 精 
圈 ， 后 来 ， 请 特 和 亚 所 呈 德 曙 夫 {Jlapenx 个 和 Dreeb 开 可 和 页 EC 
arHTPpoa，1896 一 - ， 孙 联 数学 家 ) 和 堆 普 去 【了 eiaz Hopi， 
4894~1971, 德国 数学 家 ) 关 于 组 合 拓扑 学 的 讨论 ， 使 群 ， 从 于 李 
念 进 入 组 侣 拓扑 学 而 导致 代数 拓扑 的 兴 

诺 特 的 代数 理论 很 难 理解 ， 尹 需要 有 人 数 一 些 普及 工作 ， 这 就 
是 地 的 学 生 背 兰 数学 家 范 : 德 : 扰 尔 登 。 他 址 诺 特 学 习 过 ， 后 来 台 
跟 阿 廷 学 悦 过 ， 他 在 诺 特 和 阿 迁 的 讲 六 基础 上 。 整 理 了 《近世 和 代 
数 》 一 书 ， 于 1930 年 出 版 了 第 一 郑 ，1931 年 又 出 版 第 2 卷 。 该 
书 忧 播 了 诺 特 的 抽象 代数 思想 ， 欠 报 本 上 上 改变 了 伐 煞 学 章 蓝 个 面 
都 ， 使 独 象 代数 发 展 很 完善 ， 这 部 书 在 数学 界 引起 了 层 动 。 抽 象 
民 数 推动 了 代数 概念 、 方 法 种 对 象 的 重大 变化 ， 人 
越 广 。 


、 抽 象 代 数学 的 基本 思想 


猪 象 代数 是 研究 群 、 环 ， 域 ， 门 量 空间 等 的 性 质 和 续 构 它 
包括 群 论 ， 环 论 、 域 论 等 分 吉 。 

1， 群 . ” 

群 论 是 研究 现实 事物 中 的 对 称 性 质 和 规律 ， 特 别 是 事物 对 称 
哆 性质 上 的 数 星 的 运算 。 例 如 ， 丰 自然界， 镜面 对 称 的 物体 非常 
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之 多 ， 象 人 体 万 至 岛 痊 里 鱼 ， 大 都 是 左右 对 称 的 ， 也 就 是 谎 ， 好 
象 和 有 一 个 平 画 把 物体 分 成 两 部 分 ， 其 中 一 部 分 是 娘 一 部 分 的 锯 
像 。 这 称 为 是 关于 平面 的 对 称 。 响 外 还 有 风 的 中 心 对 称 以 及 对 称 
轴 和 结晶 和 群 的 对 称 。 因 此 ， 可 以 用 对 称 平面 、 对 称 辖 、 对 称 中 心 
集成 的 “ 群 ”、 来 描述 不 同 的 物体 的 对 称 性 质 。 群 论 在 抽象 代数 中 
是 很 重要 的 ， 它 是 抽象 代数 的 重要 组 成 部 分 。 
群 的 定义 : 一 个 具有 二 元 运算 { 乘 法 或 加 法 ) 的 集合 称 为 群 ， 
如 果 它 满足 下 曾 4 条 公 到 ， 
公理 1( 滋 闭 性 )， 集 合 中 定义 一 种 铀 象 习 法 ， 任 和 何 充 个 元 素 
-er 


何 元 素 《整数 ) 加 起 来 还 是 那个 元 素 ， 而 且 每 一 个 整数 都 有 一 个 
逆 数 一 一 “ 仙 "， 它 们 两 个 加 起 来 正好 等 于 那个 特殊 元 素 0 ， 说 明 
所 有 整数 成 群 ， 叫 整数 加 法 群 。 


(2) 对 所 有 正 有 理 数 的 集合 [年 | .5 为 正 整 数 |， 这 里 单位 


元 素 是 1 ， 每 个 有 理 数 指 赣 是 自己 的 倒数 ， 立 x 之 相 滋 运算 正好 


筹 于 1 ， 叫 正月 理 数 乘法 群 。 

《3) 考虑 集合 的 元 素 不 一 定 基 数 ， 它 可 以 基 置 搞 ， 运动 《如 
平移 ， 旋 转 、 反 射 等 )， 那 就 能 够 得 出 抽象 群 的 概念 ,例如 保持 等 
边 三 角形 不 变 的 旋转 ， 以 三 角形 中 心 为 轴 旋 转 120" (用 5 表示 )》， 
这 个 三 角形 仍然 和 它 自 身 相 重合 ， 闭 来 就 象 没 有 旋转 过 一 样 ， 旋 
转 240”" 《用 表示 ) ， 世 是 如 此 ， 而 转 360" 《用 1 宕 示 ) 就 是 不 
动 。 这 是 运动 旋转 的 集合 (5b、c、1)， 运 算 叫 " 换 荐 "， 记 作 名 ， 
peoc 就是 先 转 120"， 再 “接着 "旋转 240"， 当 然 总 的 效果 是 旋转 
360"， 用 公式 表示 bc 二 1，bC96 二 5c，c 的 5 二 6， 这 种 由 3 个 元 
素 构 成 的 集合 在 "运算 "全 之 下 ， 也 有 整数 集合 的 那些 性 质 。 不 管 
怎么 "接着" 旋转， 转 来 转 去 还 是 这 3 种 转 法 ,其 中 单位 元 素 就 是 
1 ，58 和 和 c 两 元 烷 互 为 逆 元 素 ,( 见 图 7-~1). 

(4) 4 不 元 素 的 置换 群 ， 比 如 说 〈1 2 3 4) 变 到 另外 一 种 
排列 如 (4 3 2 1) 的 所 有 的 代替 法 的 集合 ，1 2 3 4 相继 施行 经 
过 两 个 置换 ， 结 果 仍 然 是 一 个 置换 ， 即 


1 234\/4321\ /1l234 
\ 3 2 只 4 1 »)-( 4 1 2) 
这 样 置换 构成 一 全“ 群 "， 其 运算 是 “相继 施行 "， 其 单位 元 素 是 恒 
等 置换 。 
《5) 对 确定 的 %>0， 全 体 * 险 矩 阵 的 集合 构成 一 个 么 半 群 。 
(6) 给 定 一 个 有 限 字母 琢 ， 以 其 中 字母 拼 成 的 所 有 有 限 长 字 
母 串 《不 包括 空 串 ) 构 威 一 个 半 群 。 
， 


| 六 
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f 能 转 240 


图 7-1 

2- 环 

什么 是 环 ? 环 是 由 集合 的 某 些 基本 特性 总 续 出 来 的 概念 ， 它 
是 一 个 具有 两 种 二 元 运算 的 代数 系统 。 环 是 这 样 定 义 的 : 如果 有 
一 个 非 空 集合 ,给 它 规定 加 法 和 篆 法 这 两 种 代数 运算 ,使 得 该 集合 
对 了 于 加 法 运算 为 变换 群 ， 对 乘法 运算 成 一 半 群 ， 且 满足 加 法 与 过 
法 的 分 配 律 。 这 样 的 一 个 集合 就 州 做 环 。 

举例 来 说 全体 整数 构成 一 个 环 ， 并 且 它 的 乘法 还 是 可 交换 
的 ， 对 给 定 的 mn， 全 体 # 阶 条 阵 也 构成 一 个 环 ， 和 但 它 的 税法 是 不 
交换 的 . 

如 果 这 个 环 的 乘法 偿 满足 交 和 换 律 ， 也 就 是 ab 二 ba 那么 这 
个 环 就 叫 航 交 多 环 。 如 果 这 个 环 的 元 素 都 是 数 ， 那 么 这 个 环 就 果 
做 数 环 . 

理想 和 概念 , 设 5 是 环 丘 的 一 个 非 空 子 集 ,所谓 3 是 玉 的 一 个 左 理 
想 ， 意 即 中 S 是 丸 作 为 机 法 群 时 的 一 个 子 群 ;加 妆 acS，xE 玉 时 
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刚 xaES。 车 有 axES， 则 S 称 为 RR 的 右 理想 。 如 果 S 茎 是 及 的 左 理 
想 ， 妇 是 忆 的 右 理 想 ， 则 称 S 是 忆 的 一 个 理想 。 

环 论 的 皮 展 可 追溯 到 19 志 纪 关 于 实数 域 的 扩张 及 其 分 类 的 研 
3。 工 德 爹 ， 闯 当 、 险 帘 响 等 人 是 发 展 退 变 系 理论 的 主 要 数学 
察 。 后 洲 ， 发 腾 成 一 般 域 上 的 代数 结 椅 理论 ， 是 源 于 市 德 伯 轩 在 
19017 年 发 龙 的 党 名 论 炎 。 诺 特 对 环 的 理想 论 贡 献 最 大 ，19 上 氨 纪 40 
千代 后 ,一般 还 的 根 理 想 理 论 应 时 而 起 ,对 交换 环 的 理想 论 研究 比 
较 刘 入 ， 内 容 插 富 ， 以 后 形成 一 门 分 支 学科 * 交 换代 数 "， 它 与 代 
数 儿 柯 ， 代 数 数论 关系 极为 密切 。 

5， 域 

域 座 也 是 希 象 代数 中 的 一 个 新 的 特殊 系统 ， 域 有 时 叫做 体 ， 
它 是 一 个 等 环 的 坏 ， 也 是 抽象 代数 的 重要 概念 。 

天 千 域 的 崔 念 ， 一 般 要 钙 坏 稍为 罕 一 些 。 它 是 这 样 定义 的 : 
4 是 一 个 台 有 站 休 五 的 党 换 环 ， 对 任 一 g 半 0， 必 存在 一 个 道 元 素 
ao-1， 使 得 a- a 二 1 ， 这 员工 代 表单 位 元 ， 那 么 这 个 变换 环 4 就 叫 
估 域 。 如 和 尼 拭 各 是 闭 构 成 的 威 就 叫做 数 域 。 

设 已 是 阅 作 含有 耶 个 元 素 的 一 集合 ,在 严 上 定义 了 两 个 (二 元 ) 
和 交往， 一 个 吊 氢 加法， 一 个 叫做 乘法 ， 它 们 都 满足 交 挽 律 ， 结 合 
律 ， 遍 且 情 法 对 于 可 法 有 分 凤 律 ; ` 对 于 加 法 ， 王 有 零 元 素 ， 每 个 
元 过 有 商 元 求 : 对 于 来 法 ,有 单位 元 素 , 队 去 零 元 来 外 ,每 个 元 素 
有 化 元 素 ， 这 拌 的 代数 结构 就 称 为 域 .例如 全 体形 有 理 数 .全 体 实 
数 或 全 休 复 数 在 通常 的 运 钙 下 ,都 是 域 ;又 如 爹 体 形 如 a 十 bw 2 的 
数 共 中 a.6 是 有 理 数 ,它们 对 加 减弱 除 《 零 不 作 涂 数 》 是 封闭 的 ， 
琴 之 也 构成 域 ， 上 肖 如 ， 取 一 素数 PP。 考虑 整数 模 PP 的 爹 体 镜 余 类 
Fp 一 人 0，1，…… ,也 一 1}， 如 果 把 通常 的 加 法 与 乘法 改 成 作 完 加 
法 与 荫 法 后 ， 再 下 所 在 的 同 余 类 ， 闭 么 在 上 就 定义 了 两 个 运 
算 。 由 莹 数 与 容 数 的 人 性质， 符 易 验证 ，Fe 十 域 。 

域 的 概念 古 丰 19 世纪 代数 学 的 发 展 中 逐步 形成 并 明确 起 来 。 
在 其 约 枯 研究 方程 乌 著 作 中 就 用 到 了 域 的 概念 。 在 戴 德 金 与 克 罗 
内 克 (Leopold ronecker，1823 信 1891， 短 国 琢 学 家 ]) 基 于 代 
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数 数 的 著作 里 从 不 同 的 背 赏 也 提 生 了 域 的 概念 。 域 的 抽象 理论 是 
由 韦伯 (Heinrich Weber，1842 一 1913， 和 德国 数学 家 开始 的 。 
稍 后 ， 戴 德 金 和 训 廷 顿 独立 地 给 出 了 趟 的 公理 率 统 。 在 韦伯 的 影 
呆 下， 施 秦 尼 芯 对 抽象 域 进行 了 系统 的 研究 ， 亿 的 研究 结果 全 写 
在 他 1910 年 的 基本 沦 诡 “ 域 的 代数 还 论 " 中 。 

4. 向 量 

向 量 也 叫做 矢量 。 在 普通 线 竹 代数 中 ， 除 了 数值 还 具有 方向 
的 量 册 做 向 量 。 玉 如 ， 一 个 有 方向 的 直线 有 段 就 是 向 量 。 向 量 通 党 


ko 


用 4、 上 5、5c 等 来 表示 ， 疝 量 & 的 数值 的 绝对 值 叫 向 量 a 的 模式 


者 长 ， 记 成 | a | or? 表示 & 的 单位 辐 量 ， 也 就 是 || 一 1. 模 答 于 
零 的 向 量 叫做 零 向 量 ， 向 量 还 有 分 量 ， 比 如 ,平面 上 的 一 点 出 两 
个 有 次 序 的 实数 《x，») 来 确定 ， 空 间 上 的 一 个 点 出 三 个 次 序 的 
实数 《x、?、2z) 来 确定 ,那么 ， 有 序 实数 集合 〈x%，3?)、(xz、 耻 
下 等 叫做 向 量 ， 每 个 向 量 中 的 实数 就 叫做 何 量 的 分 量 。 向 量 和 空间 
也 叫做 线性 空间 。 

在 抽象 代数 中 ， 向 量 的 诸 分 量 不 一 定 取 自 实 数 坡 ， 可 以 取 自 
某 一 任意 的 拙 象 域 ， 称 为 向 量 空间 的 基 域 ， 以 FF . 吉 某 域 ， 六 闪 向 
量 空间 , 则 有 ， 名 VY 构成 一 个 交换 加 法 群 .加 FP 和 六 之 间 有 飞 法 运 
算 ， 篆 积 仍 属于 大。 图 对 任意 的 下 中 元 素 oa， 旺 及 太 中 元 素 ww, 六 
有 : 

Cab)}u=atby); 

out vu) = aut ov 

(ato)u—aut du; 
以 及 1 一 4 此 处 1 是 如 的 公元 。 

总之 ， 抽 和 象 民 数 的 出 现 使 人 代数 从 古典 代数 以 研究 方程 为 中 心 
转变 为 研究 群 、 环 ， 域 、 癌 量 空间 等 各 种 代数 结 档 的 性 质 为 中 
心 ， 民 数 研 究 对 和 象 由 数 扩 大 到 群 、 环 ， 域 、 向 量 空 间 等 ， 它 的 运 
算 对 象 常常 不 是 数 ， 甚 至 不 是 量 ， 而 是 抽象 的 元 素 。 因 此 人 研究 更 


人 


汰 一 般 的 代数 送 算 的 规律 和 性 质 ， 就 成 为 抽象 代数 的 主权 目标 
推动 了 以 讨论 群 、 环 ， 域 为 内 容 的 抽象 代数 的 发 展 ， 形 成 子 群 
论 、 环 论 、 域 论 等 抽象 代数 的 许多 分 支 。 


上 四、 抽象 代 数 的 应 用 


现在 群 论 应 用 几何 学 中 ， 应 用 于 基本 粒子 的 分 类 ， 许 多 基本 
粒子 在 被 发 现 之 前 ， 科 学 家 就 是 举 群 论 ， 其 对 称 性 可 预言 何 样 的 
基本 粒子 一 定 存 在 ， 核 结构 的 研究 ， 原 子 结构 和 分 子 结构 的 峡 
明 。 量 子 化 学 中 的 计算 ， 邦 离 不 开 样 论 ， 都 是 群 与 对 称 性 相 联 系 
的 ， 自 然 界 最 明显 的 对 称 性 出 现在 结晶 学 中 ， 结 唱 学 是 群 论 获得 
最 忧 先 应 用 的 学 科 。 

群 论 还 渗透 到 诸如 数论 几何 学 、 拓 扑 学 、 泛 函 分 析 及 其 他 许 
狗 数 学 分 支 中 而 起 着 重要 的 作用 ， 还 形成 了 一 些 新 学 科 如 代数 数 
论 、 氏 数 拓扑 、 拓 扑 样 李 群 .代数 群 、 算 术 群 等 。 质 象 代数 在 结 
吊 学 、 理 论 物理 、 量 子 化 学 以 至 《代数 ) 编码 学 、 自 动机 理论 等 
方面 ， 都 有 重要 的 应 用 。 作 为 推广 * 群 "的 概念 的 产物 ， 半 样 〈 有 只 
满足 C1) 和 么 半 群 《只 满 中 G1] 和 G2) 理论 及 其 近年 来 对 计算 机 
科学 和 和 对 算 子 理论 的 应 用 ， 也 有 很 大 的 发 展 。 样 论 的 计算 机 方法 
和 程序 的 研究 ， 已 在 迅速 地 发 展 。 


第 八 章 复 变 函数 


庙 数 论 是 数学 研究 中 的 一 个 十 分 重要 的 领域 ,其 中 包括 倘 大 
分 支 ， 一 是 实 变 函 数论 《研究 以 实 赦 作 为 自 变 量 的 函数 ) ; 另 一 
是 复 变 函数 论 《 研 究 以 复 歼 作为 自 变 量 的 函数 ) 。 本 章 主要 介绍 
一 下 复 变 通 数 论 ， 


一 ， 复 赛 函 数 的 基本 涵义 


复数 起 源 于 求 代数 方程 的 根 。 在 二 次 、 三 次 代数 方程 求 根 的 
公式 中 就 出 现 了 形 为 atbv 一 1 的 一 类 数 , 其 中 oa、 4 是 实 
数 ，w 一 1 称 虚 数 ， 人 们 习惯 以 i 表示 一 1 ， 并 且 称 o 十 引 为 
复数 。 

在 对 数 中 如 果 以 复数 作为 家 变量， 则 这 类 函数 就 叫做 复 变 函 
数 。 汉 变 函 数论 主要 研究 复数 域 上 的 解析 函数 ， 解 析 函 数 是 复 变 
通 数 中 的 一 类 具有 解析 性 质 的 函数 。 因 此 ， 复 变 函 数论 也 眶 作 解 
析 函 数论 。 

在 复 变 函 数论 中 ， 把 在 Zo 点 的 某 一 领域 之 肉 的 一 切 点 都 其 
有 导数 的 那 种 函数 吧 作 在 Zo 点 解析 的 函数 . 

从 函数 的 一 般 定义 出 发 ， 如 果 存 在 一 种 规律 ， 使 我 们 根据 已 
经 给 出 的 复数 值 Zz， 可 以 算出 复数 值 所 ， 我 们 就 说 玉 是 复数 也 
的 函数 。 

对 于 每 一 复数 Z 一 X 十 yi 可 以 用 平面 x0y 上 的 点 (x，y) 来 
表示 ， 对 于 数 ww 二 w 十 vi 就 用 nov 函数 平面 ) 上 的 点 来 表示 。 
于 是 从 几何 的 观点 看 ， 复 数 函数 

w= f(z) 
在 变数 平面 xoy 上 的 点 和 计数 平面 souv 上 的 点 之 间 建 立 了 一 个 
对 应 关系 ， 即 复 变 函 数 给 变数 平面 到 函数 平面 上 建立 了 一 个 里 
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象 ， 出 于 给 定 一 个 复 变 数 画 数 和 给 定 两 个 实 变 话 数 《 见 图 8-1 ) 
HpX,y), v= px,y) 


是 等 价 的， 显然 有 
w=—=utvi=~P(x, y) +P(x, 
yi 
比 期 说 ， 假 设 
二 22 二 {x 二 yi) ?= x: 十 
2xyi— 

和 1 那 笃 


u=m Ox, yy, Vv—p(x, y)=2xy. 
二 、 复 变 函 数 的 产生 和 发 展 简 史 
腥 数 概 念 星 症 16 世纪 已 缀 出 现 ， 但 对 复数 的 全 面 掌握 和 广 
六 运用 ， 动 扩 至 18 世纪 。 玛 .四 十 年 代 , 欧 拉 态 已 经 利用 和 级 数 
详 网 讨论 过 初等 复 变 函 数 的 性 质 。1777 年 3 月 ， 欧 拉 各 彼得 低 
科学 院 提交 一 篇 论文 。 论文 中 考虑 了 复 变 函数 的 积分 f(z)dz, 其 
中 fz) 二 x,3) 十 zx, yi 油 足 方程 
Ou __ Ov du _ av (1) 


出 欧 拉 更 旱 ， 达 前 册 尔 在 1752 年 关于 流体 力学 的 论文 中 已 
经 得 到 这 两 个 方程 。 故 有 的 教科 书 称 这 两 个 方程 为 达 庆 贝 尔 - 欧 
拉 方 程 。 

到 了 19 世纪 ， 上 述 两 个 方程 由 稳 西 和 黎 曼 在 研究 流体 力 学 
的 时 候 ， 对 它 作 了 更 详细 的 研究 ， 所 以 这 两 外 方程 更 多 的 是 被 叫 
和 做 柯 西 - 黎 曙 条件， 或 柯 西 - 黎 曼 方程， 并 且 用 柯 西 、 黎 曼 的 英文 
字 头 《C、 员 ) 简写 成 “C-R* 条 件 ， 

拉 普 近 斯 也 考虑 过 复 变 函数 的 积分 ， 他 和 欧 冬 ， 达 裔 贝尔 是 
复 这 函数 论 的 先 蝶 。 

复 变 函数 论 的 全 而 发 展 是 在 19 世纪 。 柯 西 ， 黎 曼 、 维 尔 斯 
畦 拉 斯 三 位 大 数学 家 作 了 奠基 性 的 二 和 作 。 

$8 


1825 年 ， 柯 西 在 ( 论 虚 限 定 积分 } 中 讨论 了 定 积 分 
全 i f(z)dz 


+ 1 


并 且 在 1831 年 推 则 了 以 柯 西 名 字 命 名 的 辣 和 儿 积分 公式 ， 
f= 2) 


t—2 


其 中 心 是 区 域 D 上 的 边界 ， 而 过 是 了 办 的 任意 一 点 。 也 在 此 基 
而 上 建立 了 一 整套 复 变 函数 的 微分 、 积 分 理论 。 

歼 曼 1851 年 的 论文 草 定 了 复 变 函数 论 的 基础 ,他 推广 单 值 
解析 也 数 到 多 什 和 解析 聘 数 。 引 入 歼 曼 曲面 的 重要 概念 。 确 立 了 复 
变 函 数 的 几何 理论 基础 。 筷 得 到 地 最- 罗 赫 定理 。 对 后 来 移 发 娃 
具有 深远 的 影响 。 黎 曼 还 对 保 角 映射， 梢 圆 沙 数论、 多 周期 函 
数 ， 以 及 偏 微分 方程 、 数 论 等 方面 都 作出 了 开创 性 的 贡献 

维尔 斯 特 拉 斯 和 柯 西 、 繁 曙 完 全 不 同 ， 他 御 底 摆脱 了 玫 何 直 
观 ， 以 突 级 数 为 工具 ， 定 义 解 析 函 数 是 可 以 展开 成 窜 级 数 的 也 
数 ， 围绕 襄 点 来 研究 复 变 部 数 的 性 质 ， 李 在 解析 开拓 和 椭圆 函数 
论 方面 也 有 很 重要 的 贡献。 椭圆 函数 论 是 和 复 变 函数 的 基础 理论 
平行 地 发 展 起 来 的 。 

近 几 十 年 来 ， 复 变 函 数论 又 有 了 很 大 的 进展 ， 维 尔 斯 特 拉 斯 
徇 学 生 ， 瑞 典 数 学 家 列 夫 惑 (Gosta Mittag-Lefiler, 1846 ~ 
19277、 淡 国 数学 家 席 加 汪 、 阿 达 蕊 (Jacqnes-Salomon IHad- 
arnard，1865 一 1963) 者 做 了 大 量 的 研究 工作 ， 开 拓 了 复 变 函数 
的 更 广 阐 的 领域 ， 为 这 门 学 科 的 发 展 做 了 大 量 工作 。 

近年 来 ， 我 国 数学 家 杨 乐 、 张 广 友 在 单 揽 变 丁 数 的 值 的 分 布 
理 话 和 渐 近 值 理学 的 研究 中 取得 了 具有 世界 水 平 的 成 果 ， 他 们 的 
研究 进一步 充实 了 复 变 函数 论 的 理论 。 


三 、 复 变 函 数论 的 基本 内 容 


对 复 变 郑 数 的 研究 ， 可 以 分 为 单 复 变 函 数论 和 密 复 变 函 数 
论 。 所 谓 单 复 变 函数 论 主要 讨论 的 是 定义 在 复数 平面 上 的 函数 的 
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人 性质， 所 谓 多 复 变 请 数论 主要 讨论 的 是 在 多 变量 空间 中 的 郑 数 的 
性 质 。 

复 变 阔 数 论 主要 包括 单 值 解析 函数 理论 ， 繁 曼 曲 面 理论 ， 几 
全 法 数论 ， 留 激 理 论 ， 广 义 解析 本 数 论 ， 多 复 变 匡 数 论 诸 方面 的 
内 容 。 下 夯 皂 要 分 别 订 以 介绍 。 

1I1。 单 值 解 折 间 灼 理论 

解析 函数 是 复 谈 机 数 研 究 的 十 要 对 象 。 什 么 是 解析 函数 呢 ? 
如 果 函 数 A 全 2) 在 Zo 及 Zs 的 邻 域 内 处 处 可 导 ， 那么 称 f( 有 z) 在 zo 
解析 .如 果 大 2z) 在 区 域 口内 每 一 点 解析 ， 那 么 称 术 z) 在 DD 内 解 
煌 ， 或 称 入 2) 是 吃 内 的 一 个 解 所 允 数 。 如 困 玉 z) 在 Zo 不 解 
析 ， 则 称 Zo 六 2 的 和 点 。 

如 果 变 景色 一 定数 从 的 时 收 ， 话 数 就 有 一 个 唯一 确定 的 什 ， 
这 个 圈 数 旋 叫 项 单 们 和 解析 数 、 例 如， 多项式 就 是 这 样 的 事 数 ， 

判定 一 个 复 变 函数 是 否 解 析 的 问题 等 价 于 判定 该 洲 数 是 否 满 
足 宰 西 - 黎 曼 条 件 (c-R 和 条件 》。 这 方面 的 内 容 以 及 解析 应 数 的 积 
分 在 前 鹿 均 有 所 涉及 ， 不 再 长 述 ，。 

解析 通 数 育 一 坚 重要 性 质 ， 特 别 是 与 调和 函数 之 间 有 密切 关 
系 ， 这 在 理论 和 实际 问题 中 前 有 着 广泛 的 应 用 。 

2. 袭 受 面 面 理 记 

复 变 阵 数 也 研究 多 值 肖 数 。 东 数 也 可 以 是 多 值 的 ,比如 ， 
WW 二 YZ ， 当 Z=1 时 ， 放 数值 就 可 以 是 十 1 或 者 一 :。 委 曼 由 年 
理论 是 研究 多 值 通 数 的 工具 。 黎 曼 为 了 给 多 值 和解 析 丁 数 设 想 一 个 
单 值 的 定义 域 而 提出 一 种 曲面 概念 。 用 现代 的 语言 说 ， 黎 曼 曲 面 
就 是 连通 的 一 维 复 流 形 ， 我 们 知道 ， 单 值 解析 函数 的 反 贰 数 可 以 
是 客 值 的 。 傅 如 ， 井 六 数 和 指数 车 数 的 反 画 数 为 根 式 函 数 和 对 数 
函数 。 它 们 都 是 多 值 的 。 另 外 ， 从 一 个 解析 函数 元 素 出 发 阁 一 
个 闭 曲 线 作 解析 开拓 ,最 后 可 能 得 到 不 同 的 元 蓄 。 因 此 .党 全 解析 
函数 往往 是 洛 值 的 。 在 研究 多 值 通 数 时 ， 人 有 们 先 把 它 分 解 为 一 个 
个 单 值 解析 分 支 ， 然 后 按 这 些 分 支 之 间 的 关系 把 它们 连接 起 来 ， 
好 得 许多 层 平 画 《常常 蚜 作 叶片) 安放 在 一 起 而 构成 的 一 种 则 
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简 。v 3， “ww 过， lnz 的 黎 曙 曲面 如 加 所 示 。 利 用 这 种 晶 面 . 


可 以 使 多 值 函 数 的 单 值 分 枝 和 棱 
虚 概 念 在 几何 上 上 有 个 了 明显 而 直观 
的 表示 和 和 说明 。 对 于 某 一 个 多 值 
歼 数 ， 如 果 能 做 出 它 的 黎 曼 曲 
面 ， 那 么 ， 了 函数 在 歼 曼 则 面 工 就 
蛮 成 单 值 消 数 。 敢 卓 明 曾 理 论 是 
复 变 函数 和 几何 癌 的 一 座 桥 滩 ， 
能 够 使 我 们 把 比较 深奥 的 汞 数 的 
解析 性 质 和 几何 联系 起 来 。 歼 曼 
曲面 与 多 复 变 画 数 论 、 复 流 形 、 
代数 几何 、 代 数 数论 、 自 守 沙 数 
等 有 密切 联系 . 近 数 十 年 来 ,关于 
黎 螺 曲面 的 研究 还 对 另 一 这 数学 
分 文学 科 拓 扑 学 有 较 大 影响 ， 逐 
汤 弛 趋 癌 于 探讨 它 的 拓扑 性 质 。 

3. 共 形 映射 理论 ( 丸 称 保 背 
变 挤 理论 》 

复 迹 渔 数 可 以 通过 共 形 竖 
射 理论 为 它 的 性 质 提 人 殿 儿 何 说 
明 。 什 么 是 共 形 映射 昵 ? 就 平面 
上 映射 来 说 ， 设 玉 一 f(z) 是 区 域 
口内 的 解析 函数 , 它 拒 Zz 平面 上 区 
域 妃 映射 到 丈 平 面 肉 。 如 果 在 这 


”oo 
立 ”Zz 的 歼 站 曲面 


5 。:z 的 桨 此 曲 商 及 和 
粘 在 一 起 ， 研 吉 的 虚线 实际 
是 一 个 点 ， 


=- 


we 


~ 
c In* 的 歼 归 曲面 


种 映射 下 ， 通 过 妃 内 任何 一 点 的 任意 两 条 光滑 曲线 ， 它 们 的 交角 
大 小 和 方向 都 保持 不 变 ， 那 么 就 把 这 个 孔 射 天 二 了 (2) 叫 艇 共 形 虹 
射 。 号 数 外 处 不 为 零 的 解析 函数 所 实现 的 映射 就 是 共 形 映射 。 共 


形 映射 也 书 保 角 变 换 或 保 角 映射 。 


共 形 映射 在 流体 力学 ， 空 气动 力学 。 弹性 理论 ， 静 电场 理论 
等 方面 都 得 到 了 广泛 的 应 用 。 共 形 映 射 本 身 就 是 从 流体 力学 和 几 
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何 学 的 研究 中 产生 出 来 的 。 

复 变 机 数 论 中 的 这 部 分 用 几何 方法 来 说 明 ， 人 解决 问题 的 内 
容 ， 一 般 又 是 做 几何 函数 论 。 

4。 留 数理 详 

留 数 理论 是 复 变 函数 论 中 一 个 重要 的 理论 ， 留 数 也 叫做 残 
数 ， 它 的 定义 于 较 复杂 :这 里 只 能 简单 地 解 释 一 下 它 的 概念 。 如 
果 Z 二 ao 是 1(z) 的 孤 了 并 而 点 ， 那 么 ACz)/27i 沿 图 心 在 0 的 小 图 周 
的 积分 就 叫做 术 2) 在 a 点 的 留 数 。 

庇 用 贸 数 理论 使 某 些 复 变 函数 积分 的 计算 十 分 方便 。 菏 些 实 
就 牟 数 的 积分 ,可 以 化 为 复 变 男 数 沿 闭 往 路 曲线 的 积分 ,再 用 留 数 
基本 定理 化 为 被 积分 通 数 在 闭 回 路 曲线 内 部 弧 立 奇 点 上 求 留 数 的 
计算 ， 当 奇 点 是 极点 时 ， 计 算 更 加 简便 ， 还 可 以 用 它 将 至 函数 展 
开 为 无 穷 癸 积 。 它 对 稳定 性 理论 、 渐 和 近 估 计 等 分 支 亦 有 影响 。 

5. 广义 解析 函数 论 

把 单 值 解 析 函数 的 一 些 条 件 适 当 吉 凡 改 变 和 补充 ， 以 满足 实 
际 研 究 工 作 的 筑 要 ， 这 种 经 过 改变 的 解析 了 甬 数 叫做 广 关 解析 郴 
数 ， 广 六 解 析 臣 数 亡 代表 的 几何 图 形 的 变 作 叫做 拟 保 节 变 斤 。 

解析 菌 数 的 一 些 基 本 性 质 ， 只 要 稍 加 改变 以 后 ， 同 样 适用 于 
广义 解析 通 数 ， 

广义 解析 函数 的 应 用 范围 很 广泛 ， 不 但 应 用 在 流体 力学 的 研 
帘 方 面 ， 而 且 像 落 壳 理论 这 样 的 国体 力学 部 门 也 有 应 用 ， 因 此 过 
年 来 这 方面 的 理论 发 展 十 分 迅速 。 

以 王 讲 的 ， 都 是 经 典 的 单 复 变 函 数 的 基本 内 容 。 

、 多 复 变 函数 论 

多 复 变 函 数论 是 研究 多 个 复 变 量 的 解析 西数 的 性 质 和 结构 的 
分 支 学 科 ， 有 时 也 称 多 复 分 析 。 它 在 研究 的 重点 和 方法 上 ， 都 和 
单 复 变 对 数论 有 显著 的 区 别 。 天 为 多 复 变 允 数 的 性 质 在 很 天 程 讼 
上 由 定 义 区 域 的 几何 和 拓扑 性 质 所 制约 ,天 此 ,其 研究 的 重点 经 历 
了 一 个 由 局 部 性 质 到 整体 性质 的 逐步 转移 。 它 广泛 地 伍 用 着 微分 
上 几何、 人民 数 几何 、 所 扑 学 ， 徽 分 方程 等 的 裕 念 和 方法 ， 不 断 地 开 
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省 新 的 领域 . 

20 世 纪 初 ， 诈 加 莱 、 库 辛 、 险 托 格 斯 等 人 的 工作 ， 揭 示 了 客 
复 变 解析 范 数 本 质 上 的 独特 性 。 在 这 当中 ， 库 辛 提 出 的 关于 解 术 
基数 整体 任 质 的 两 个 以 他 的 名 字 命 名 的 问题 ， 列 维 提 出 指 报 凸 域 
和 正则 域 是 于 等 价 的 问题 ， 更 有 深远 移 影 响 ， 成 为 多 复 变 函数 发 
谋 的 一 个 推动 因素 。20 基 纪 30 年 代 ， 包 复 变 琢 数 研究 拘 初 步 党 
沫 ， 出 现 宫 当 《Henri Cartan1904~ ， 法 国 数学 家) 尝 于 
解析 自 同 构 的 唯一 性 定理 ， 有 界 域 解析 自 回 构 群 的 李 群 性 质 以 及 
正则 域 与 正则 凸 的 等 价 件 的 亭 当 - 疼 伦 定理 等 突出 成 时 .特别 是 从 
1936 年 开始 ， 日 本 数 季 家 四 清 对 库 辛 问题 、 列 维 问 题 、 通 近 问 题 
等 光复 变 范 数 的 中 心 问 题 进行 了 系统 研究 ， 于 50 年 代 对 上 述 回 题 
给 出 了 解答 ， 对 多 复 变 的 发 展 有 着 重大 的 影响 50 年 代 后 铬 复 变 函 
煞 论 出 现 雪 拓扑 方法 和 疙 何方 法 研究 解 杭 通 煞 的 整体 性 碟 的 趋 
势 ， 瘟 雷 引 进 的 民 和 上 同调 概念 与 罕 当 的 解析 函数 理想 理论 以 及 
同 风 清 有 的 思想 和 结合 ,导致 了 数 率 人 九 析 层 理论 的 建站, 与 此 同时 ， 
复 空 间 和 施 泰 因 流 形 的 概念 也 应 运 而 生 。60 年 代 ， 微 分 几何 与 复 
分 折 术 结合 ， 产 生 了 复 流 形 ， 成 为 多 复 分 析 的 一 个 有 力 工 具 . 近 


年 来 ， 多 复 变 函 数论 的 研究 更 多 地 偏向 于 复 几 何 及 与 救 学 物理 有 
关 的 一 些 问 题 。 


包 、 复 变 函 数 的 应 用 


复 变 函 数论 在 应 用 方面 ， 涉 及 面 很 广 ， 有 很 多 复 傈 的 计算 都 
用 它 来 解 尖 。 比 如 物理 学 上 有 很 儿 不 辐 的 稳定 平面 场 ， 所 谓 声 就 
是 每 点 对 应 有 物 如 盟 〈( 济 宕 、 速 谋 、 电 势 等 ) 的 一 个 区 域 ， 对 它 
们 的 计算 就 是 通过 复 变 函数 的 理论 来 解决 的 ， 

比较 由 型 的 应 用 例子 ,是 俄 国情 可 夫 斯 基 (Hukonai Eropo* 
A EyKOBCKHY。，18 和 7 一 1921)】 的 研究 ,他 以 著名 的 颂 可 夫 斯 


基 画 数 丽 = 5 2 十 2 ) 为 出 发 点 ， 成 功 地 解决 了 飞机 机 要 的 结构 
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问题 。 在 流体 力学 和 航空 动力 学 方面 ， 他 运用 复 变 了 数论 也 作出 
工商 献 。 

复 变 函数 论 不 但 在 其 它 学 科 得 到 广泛 的 上 应用， 而 且 在 数学 领 
域 球 ， 许 多 分 支 也 都 应 用 它 的 理论 ， 它 已 经 深入 到 微分 方程 、 积 
分 方程 、 概 谈论 和 数论 等 学 科 ， 对 它们 的 发 展 有 很 大 影响 ， 


Ea 


第 九 草 江 函 分 析 


泛 济 分 析 是 现代 数学 中 的 一 个 较 新 的 重要 分 支 ， 它 起 源 于 数 
学 物理 中 的 变 分 问题 和 积分 方程 理论 ， 概 插 了 经 典 数学 分 析 、 因 
数论 中 的 某 些 重要 和 概念、 问题 和 成 果 ， 又 受到 景 子 物 理学 、 现 民 
工程 技术 各 现代 力学 的 有 力 刺激 。 它 综合 地 运用 分 析 的 代数 的 和 
几何 的 观点 和 方法 ， 和 研究 分 析 数 学 ， 现 代 物 理 和 工程 技术 提出 的 
许多 问题 。 现 在 ， 汉 函 分 析 的 概念 和 方法 已 经 渗透 到 现代 纯 粒 数 
学 与 应 用 数学 、 理 论 物理 及 现代 技术 理论 的 许多 分 支 ， 如 微分 方 
` 程 、 概 率 论 、 计 算数 学 、 量 子 场 论 、 统 计 物 理学 、 抽 象 调 和 分 
析 、 理 代 控 制 、 大 范围 激 分 几何 等 方面 ， 泛 函 分 析 对 纯粹 数学 的 
影响 以 及 对 应 数学 的 影响 ， 好 像 本 世纪 初叶 集 合 论 对 后 来 数学 的 
影响 那样 ， 同 时 泛 函 分 析 本 身 也 不 糯 地 深入 发 展 ， 


一 、 泛 血 分 析 的 产生 


19 世 纪 以 来 ,数学 的 发 展 进 入 了 新 的 阶段 。 这 就 是 ,由 于 对 欧 
九里 得 平行 公理 的 研究 ， 引 出 了 非 欧 刀 何 关门 新 的 学 科 ; 对 于 代 
数 方程 求解 的 一 般 考 察 ， 最 后 建立 并 发 展 了 群 的 理论 ， 对 数学 分 
析 的 研究 又 建 立 了 集合 论 。 这 些 新 的 理论 都 为 用 统一 的 观点 把 十 
典 分 析 的 基本 概念 一 般 化 准备 了 条 件 。 

泛 函 分 析 起 源 于 对 变 分 法 的 研究 ， 变 分 法 的 核心 是 研究 形 如 


p 
[yf F(x，y，y')dx (或 更 复杂 ) 的 积分 的 极 倘 . 这 里 函数 


y 一 y(x) 是 在 某 个 集合 了 点 上 变动 ， 例 如 Y 可 以 是 [b,a] 上 具有 连 
疙 fx), 那 么 变 分 法 就 是 研究 以 盘 数 y 为 自 变 元 的 函数 学 函数 的 画 
数 的 全 体 。 如 果 说 微 积分 是 研究 以 数 x 为 自 变 元 的 函数 J[v]， 
西数 y 在 这 里 被 视 为 “点 ",y 上 的 全 体 函 数 y 则 被 视 为 一 个 空间 ， 
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禾 为 画 散 空间 ,13 让 纪 来 ,法国 数学 家 阿达 马 首 先 给 这 种 画 煞 章 
函数 了 L3] 冠 以 * 泛 函 ” 的 名 称 。 在 话 函 了 [yj] 的 极 信 研究 中 ， 需 要 
考察 与 一 个 函数 yo 相 “ 邻 近 ” 的 一 其 阴 数 ， 这 就 同人 们 错 示 : 工 
中 的 函数 (“点 ") 与 函数 (“点 ") 之 间 有 着 某 科 衡 量 远 这 的 几何 诬 
量 ， 从 而 了 是 具有 某 种 度量 的 、 由 芒 数 (“点 ”) 移 成 的 “空间 ”。 
但是， 数学 家 们 认识 到 这 一 点 ， 是 经 过 了 长 期 的 历史 过 程 的 。 
泛 函 分 析 还 起 源 于 对 积分 方程 的 研究 ，1900 年 瑞典 数学 家 弗 
当 德 置 姆 (Erik lvyar Fredholm，1866 一 1927) 对 积分 方程 


Q(x 一 [k(x,y)QCy)dy 一 fx) 作 了 重要 研究 ，1906 年 ， 项 尔 


伯 特 也 对 此 进行 了 深入 研究 ， 他 在 实 连 结 积 分 核 上 & (x,，》) 是 
对 称 的 《 即 R(x，3) 二 RCy, x%)) 的 条 件 下 ,和 获得 许多 比 弗 起 德 填 姆 
更 深入 的 结果 。 他 证 明 特 征 慎 是 实 的 ， 给 出 预 解 式 的 形式 与 特征 
展开 等 等 ， 这 些 通常 称 为 希 尔 伯 特 庶 论 。 希 尔 伯 特 利用 正 交 展开 
将 积分 方程 求解 问题 化 成 无 限 阶 的 线性 方程 组 求解 问题 ， 并 在 此 


宇 . 
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基础 上 引入 无 限 维 《 实 ) 欧 几 时 得 空间 ff， 即 满足 于 


o 的 实数 烈 a 一 (ai，9:，9，…ae，…) 全 体 。 把 空间 ?看 作 是 
欧 几 蛙 得 空间 向 无 限 维 的 推广 ， 称 希 尔 伯 特 空间 ， 它 有 效 地 解决 
了 一 类 积分 方程 求解 及 其 本 征 展 开 的 问题 。1807 年 ， 施 密 特 把 希 
尔 伯 特 研究 积分 方程 时 使 函数 等 同 于 定 氏 系数 集 的 思想 ,抽象 为 
一 般 的 呈 空 间 , 并 导出 正 交 系 。 希 尔 伯 特 空 间 的 名称 由 此 产生 。 
20 刘 纪 30 年 代 ， 希 尔 伯 特 空间 的 研究 己 取 得 丰富 的 成 果 ， 是 被 用 
来 描述 量子 物理 的 基本 工具 之 一 ， 也 核 应 用 于 数学 和 物理 的 各 个 
分 支 中 。 

分 析 数 学 中 许多 新 部 门 的 形成 ， 揭 示 出 分 析 代 数 、 儿 何 的 许 
多 概念 和 方法 常常 存在 许多 相似 的 地 方 ， 比 如 ， 民 数 方 程 的 求 极 
和 微分 方程 求解 都 可 以 应 用 逐次 通 近 法 ,并 且 存 在 性 和 唯一 性 条 
件 也 极其 相似 ;线性 常 微分 方程 论 . 线 性 差分 方程 论 各 线性 代数 方 
程 理论 也 十 分 相似 ， 这 种 相似 在 积分 论 中 表现 得 更 为 突出 。 泛 芒 
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分 析 的 产生 正 是 和 这 种 情况 有 关 ， 有 举 初 看 起 来 很 处 祖 王 的 永 
西 ， 都 存在 着 类 位 的 地 方 ， 因 此 它 启 发 人 们 从 这 些 类 似 的 东西 中 
柠 索 一 般 的 真正 属于 本 质 的 方面 。 

非 欧 用 .和 何 学 的 确立 拓 广 了 人 们 对 空间 的 认识 ,n 维 空间 几何 的 
产生 人 允许 我 们 把 多 变数 函数 用 几何 学 的 语言 解释 成 多 维 空间 的 
苇 射 。 这样， 就 显示 出 了 和 分析 和 几何 之 局 的 相位 的 地 方 ， 同 时 存 
在 着 招 分 析 几 和 何 化 的 一 种 可 能 性 。 这 种 可 能 性 要 求 把 几何 概念 作 
进一步 的 推广 ， 最 后 把 欧 氏 空间 扩充 为 无 穷 维 数 的 空间 . 

画 数 福 念 这 时 候 也 有 了 喝 为 一 般 的 人 意义。 古典 分 析 中 的 函数 
概念 是 指 两 个 数 集 之 间 所 建立 的 一 种 对 应 关系 。 现 代数 学 的 发 展 
却 要 求 建立 起 两 个 任意 集合 之 间 的 基 种 对 应 关系 。 比 如 ， 

了 二 {了} 是 x 维和 所 量 集 ， 

太 二 {x} 是 实数 集 ， 
那么 ，5 二 了 f(x) 建立 了 实数 集 开 到 n 维 矢量 集 玉 之 间 的 一 种 对 应 
关系 。 

再 举例 来 说 ， 积 分 方程 论 中 研究 如 下 的 积分 式 : 


?Cs 一 人 RMCs,Dx(Ddt 


其 中 ，k(s，+) 是 定义 在 正方 形 域 e 委 *，f# 委 8 内 的 连续 函数 ,这 
样 ， 积 分 式 就 可 以 看 成 一 个 对 应 法 则 ,根据 这 个 法 则 , 对 [c，5] 上 
每 个 连续 的 函数 x(+)， 可 使 在 同一 闲 区 间 上 连续 的 另 一 函数 y(s) 
种 它 对 应 ， 这 里 建立 的 是 两 个 连续 数 函 集合 之 间 的 对 应 关系 . 

一 般 地 说 ， 给 定 任意 两 个 连续 画 数 集合 和 和 了 ， 并 给 定 一 个 
法 则 f， 慨 如 对 每 一 个 元 素 xE€ 革 ， 根 据 这 个 法 则 可 以 使 礁 一 确定 
的 元 素 yEI 和 它 相 对 应 ,我 们 就 说 ,在 集 全 上 定义 了 一 个 抽象 酒 数 
或 者 算 子 y 一 作 x)， 它 的 值 域 包 会 在 Y 内， 特别 邮 ， 例 如 算 子 的 
值 是 实数 ， 我 们 就 把 这 个 算 子 叫做 泛 函 数 。 算 子 也 叫 算 符 。 在 数 
学 上 ， 把 无 限 维 空间 到 无 眼 维 空 的 变换 叫做 算 子 。 1926 一 1932 年 
沼 - 诺 值 曼 关 于 和 希 尔 伯 将 空间 上 对 称 算 子 的 研究 ， 取 得 较 大 成 就 ， 
确立 了 算 子 理论 . 


和 
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研究 无 限 维 线性 空间 上 的 渗 隙 数 和 算 子 理论 ， 导 殊 了 一 门 新 
的 分 析 数 学 的 产生 ， 叫 做 泛 函 分 析 ， 在 本 世纪 30 年 代 ， 泛 区 分 析 
就 已 成 为 数学 中 一 门 独立 的 学 科 。 

总 之 ， 泛 函 分 析 的 产生 ， 是 由 于 分 析 学 中 许多 新 部 门 的 形 
成 ， 从 而 发 现在 代数 ， 有 几何 、 分 析 中 不 同 领域 之 间 的 某 些 方面 的 
类 似 。 泛 函 分 析 在 产生 过 程 中 还 受到 实 变 函数 论 以 及 近世 代数 的 
概念 和 方法 的 影响 ， 


二 、 泛 函 分 析 的 鞭 本 内 容 


泛 函 分 析 综 合 运 用 分 析 的 、 代 数 的 、 玫 和 何 的 观点 有 研究 无 中 
维 铝 量 空间 《如 盘 数 空间 ) 上 的 湘 数 (也 称 兴 沙 ), 算 子 和 级 限 理 
论 。 主 要 内 容 有 ， 拓 扑 线性 空间 【〈 特 别 是 巴 拿 替 空间 ， 希 尔 伯 特 
空间 ) 及 其 算 子 理论 、 广 义 责 数 论 、 非 线性 泛 函 分 析 等 。 

一 般 说 来 ， 线 性 沦 汞 分 析 比 起 非 线 性 泛 项 分 析 要 成 熟 得 多 ， 
也 更 基本 些 。 这 是 因为 线性 问题 总 是 比 非 线 性 问题 容易 研究 得 
多 ， 因 而 迄今 所 获得 的 成 果 也 就 要 丰富 得 多 。 由 于 非 线 性 问题 丝 
较 固 难 ， 人 们 大 都 是 先 敌 一 次 近似 ， 把 它 线性 化 ， 然 后 再 用 线性 
方法 去 解决 。 下 面包 线性 泛 函 分 析 为 主 ， 非 线性 泛 通 为 辅 起 以 说 
明 . 

1。， 线 性 汽 东 分 析 以 及 其 子 

线性 泛 函 分 析 主 要 是 讨论 有 关 线性 算 子 一 “线性 泛 函 是 它 的 
特殊 情况 一 一 以 及 更 加 复杂 的 算 子 空间 、 算 了 代数 的 一 些 回 题 ， 
如 谱 理 论 和 未 示 理 论 等 。 线 性 算 子 是 线性 空间 到 线性 空间 的 一 种 
线性 映照 。 正 如 同 研 究 藉 数 时 必需 研究 直线 上 的 点 集 一 样 ， 为 了 
研究 算 子 ， 我 们 必须 首先 讨论 算 子 的 定义 域 一 一 无 限 维 空 间 的 结 
构 ， 特 别 是 描述 有 关 和 极限 拓扑》 概念 的 一 些 理 论 ， 如 微分 、 积 
分 理 论 。 因 此 沦 函 分 析 也 可 以 通俗 地 叫 敏 无 穷 维 空 间 的 几何 学 和 
微 积分 学 , 

至 于 古典 和 分析 中 的 基本 方法 ， 也 就 是 用 线性 的 对 象 去 珊 近 非 
线性 的 对 象 ， 完 全 可 以 运用 到 泛 函 分 析 这 门 学 科 中 去 。 
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2。 广 头 函 数论 
广 六 函数 论 基 证 函 分 析 中 共有 广泛 应 用 的 一 个 重要 分 志 。38 
年 做 开始， 很 多 数学 家 研究 微分 方程 的 “ 弱 解 "， 这 和 白 热 地 导致 广 
义 导 ({ 甫 ) 数 概念 。 应 注意 的 是 点 点 不 连续 的 阴 数 可 能 有 ) 义 导 数 
而 仪 在 一 点 不 连续 的 黄 数 却 可 能 没有 广 妆 导数。 于 于 一 个 具体 的 
微分 方程 ， 所 震 的 广义 导数 可 以 容纳 在 当 叶 应 形成 的 严 拿 趟 空间 
即 战 有 ”长度 " 的 线性 空间 ) 理论 的 框架 之 内 ， 物 理学 察 在 量子 
力学 时 ， 和 曾经 引入 了 所谓 “56 遂 数 ”. 
oo 当 x 二 0 的 时 候 ， 
309 一 [。 ycxo 的 时 候 


而 且 
人 -sz)dz= 1, 


从 这 个 函数 我 们 可 以 直观 地 想象 SS4x) 的 图 形 ， 只 是 下 x 一 
0 附近 的 一 个 小 范围 和 内， 这 个 函数 不 是 0 ， 而 且 在 小 范围 肉 ， 这 
个 郴 数 全 很 大， 以 至 它 在 这 个 范 转 的 积分 是 I 。 

按照 五 娄 和 的 通用 定义 ， 标 求 一 个 卫 数 在 它 的 范围 内 每 一 点 上 
都 有 一 个 确定 的 什 。 在 这 个 意义 下 ，5 (x) 就 不 能 叫 作 一 个 范 
数 ， 而 是 更 具有 一 般 性 的 某 种 东西， 我 们 不 妨 把 它 岂 做 一 个 “ 非 
正规 函数 "， 以 指出 它 不 同 于 通常 意义 下 的 函数 。 由 于 5《(x) 邓 
数 的 引入 ， 导 致 了 广义 函数 的 研究 ， 促 进 了 泛 函 分 析 向 着 新 的 方 
问 发 展 。 

广义 耳 数 同 祥 也 存在 微分 与 积分 的 研究 ， 特别 是 ， 它 一 出 现 
就 强 有 力 地 推动 偏 微 分 方程 的 发 展 。 岗 如 ，50 年 代 末 出 现 赫 尔 受 
德尔 的 叶 理 论 ， 紧 接着 60 年 代 又 出 现 了 伪 微 分 算 子 理论 和 健 立 时 
竺 子 理 论 。 从 此 ， 偏 微分 方程 的 研究 出 现 了 新 局 面 。 

3， 本 站 线性 空间 

拓扑 线性 空间 又 称 拓扑 向 量 室 间 ， 它 是 具有 拓扑 结构 的 线性 
空间 ， 赋 范 线 性 空间 概念 的 推广 ， 是 泛 函 分 析 的 一 个 重要 分 支 。 
在 弗 雷 歌 (Maurice-Ren8Frechet，1878 一 1973, 法国 数 学 家 ) 引 
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入 到 吝 ， 并 用 它 来 统一 过 去 分 析 学 中 的 许 窗 和 蛋 要 政 仇 颖 您 时 ， 就 
知道 Ce、b 上 一 列 函 数 的 “点 点 政 伍 ”概念 是 不 能 用 距离 来 措 述 
的 。 跨 入 30 年 代 ， 活 务 分 析 中 大 量 使 用 弱 收 谣 、 驱 拓扑 。 它 们 都 
不 能 用 距离 来 描述 ， 这 就 很 自然 地 要 把 赋 范 线性 空间 理论 发 展 成 
更 一 般 的 拓扑 线性 空间 理论 。 这 一 分 支 的 发 展 是 与 一 般 拓 扑 学 的 
发 展 肾 密 联 系 在 一 起 的 . 折 扑 学 方法 在 这 里 发 挥 了 极 重 要 的 作用 。 
从 1935 年 后 ， 经 过 10 多 年 时 间 ， 这 一 分 支 终 于 形成 ， 它 的 许多 重 
要 毕 果 在 仅仅 在 泛 画 分 析 中 有 广泛 的 应 用 ， 也 为 其 他 分 析 学 的 许 
人 研究 提供 了 基本 框架 和 有 力 的 工具 。 

4。 非 线性 泛 藻 

从 泛 函 分 析 谣 起 源 来 说 , 变 分 法 中 所 讨论 的 泛 隐 JLY) 就 已 经 
是 非 线 性 牌 了 。 就 发 展 的 现状 来 说 ， 泛 函 分 析 中 非 线 性 理论 远 设 
有 达到 线性 理论 部 分 那样 直 窗 嘱 彩 的 结果 。 这 很 可 能 是 由 于 线性 
分 杭 与 非 线 性 问 题 有 本 质 区 别 ， 而 线性 问题 比 非 线性 记 题 篇 单 得 
密 。 对 分 析 学 各 个 领域 中 出 现 的 各 种 形式 的 问题 ， 只 要 本 质 上 属 
于 线性 的 问题 ， 尽 管 是 很 复 条 的 问题 ， 祖 对 地 说 ， 人 们 是 易于 取 
得 成 功 的 。 然 而 ， 在 现实 中 非 线 性 问题 远 线 线性 问题 多 。 册 于 处 
理 上 的 加 难 ， 不 少 非 线性 问题 就 用 线性 的 近似 来 代替 。 随 着 认识 
的 深入 ， 线 性 问题 的 研究 到 了 一 定 阶 段 ， 人 们 自然 就 向 非 线性 同 
题 的 研究 转移 。 煞 性 泛 函 为 非 线 性 泛 函 的 发 展 提 供 了 前 提 。 狼 经 
着 非 线 性 积分 方程 ， 非 线性 积分 微分 方程 以 及 名 种 近似 求解 法 等 
等 ， 已 经 逐渐 形成 了 在 应 用 上 具有 一 定 广 泛 性 的 泛 双 分析 的 非 线 
性 理论 。 例如， 近似 解 理论 、 单 调 算 子 理 论 ，、 隐 症 数 理论 、 拓 是 
度 理论 ， 分 睹 理论 等 .不久 前 ， 国 家 已 把 非 线性 科学 《 非 线性 泛 
盘 分 析 仅 是 其 中 一 小 部 分 ) 列 为 重大 基础 研究 项 目 之 一 。 随 著 近 
代 微 分 几何 、 扼 扑 学 和 大 范围 分 析 的 发 展 ， 今 后 非 线 性 汽 隐 分 析 
定 将 有 庶 三 阔 的 前 辕 ，。 


三 、 泛 函 分 析 的 应 用 


泛 西 分析 是 分 析 数 学 中 “最 年 轻 ” 的 分 支 ， 它 是 吉 典 分 析 驶 点 
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的 维 广 ， 它 综合 函数 论 、 几何 和 代数 观点 研究 无 穷 纵 向 量 空 间 了 上 
的 图 数 、 筑 子 和 有 极限 型 沦 ， 有 府 广 泛 的 应 用 。 允 数学 物理 方程、 
生 统 介质 力学 ， 量子 物理 学 均 有 深刻 影响 ， 可 以 说 是 研究 现代 物 
理学 的 有 为 工具 ，?#* 挫 空间 可 以 用 来 措 述 具有 个 自由 度 的 力学 系 
统 的 运动 ， 但 是 ， 且 有 无 穷 多 月 岂 度 的 力学 系统 ， 就 逢 要 有 新 的 
数学 工具 来 描述 。 这 个 新 工具 就 是 泛 了 项 分 析 。 了 此 如 ， 梁 的 振动 问 
题 丈 是 无 穷 多 日 由 度 力 学 系统 的 岗子。 一 般 来 谎 ， 有 从 质点 力学 过 
渡 到 连续 介质 力学 ， 越 要 由 有 穷 自 由 度 系 统 过 渡 到 无 穷 晶 由 和 度 系 
统 。 现 代 物 理学 中 的 量子 场 论 就 属于 无 穷 自 圳 度 系统 。 在 量子 力 
学 中 ， 体 系 的 状态 用 希 尔 伯 特 空间 的 向 量 来 描述 。 象 能 量 , 溃 量 ， 
运动 的 振动 算 这 类 物理 量 需 上 异 助 于 泛 函 分 析 中 的 自 共 纯 返 算 子 迷 
研究 ， 对 量子 力学 有 关 的 数学 问题 的 研究 ， 已 成 为 泛 函 分 析 发 展 
的 基本 方向 之 一 。 

近 十 玫 年 来 ， 泛 画 分 析 在 工程 技术 方面 也 获得 了 更 为 有 效 的 
应 用 。 

对 于 数学 的 各 个 分 文 ， 泛 函 分 析 也 有 重要 作用 。 如 对 偏 敏 分 
方程 ， 计 算数 学 、 概 率 论 等 的 影响 就 是 明证 。 

不 过 ， 尽 管 有 了 上 述 诸 多 应 用 ,但 把 泛 防 分 析 理 论 用 到 解决 
经 典 分 析 的 大 问题 上 却 很 少 有 上 成效。 这 一 失败 使 泛 孟 分 析 的 冀 基 
者 们 的 希望 落空 了 。 
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第 十 章 ”概率 论 和 数理 统计 


概率 论 和 数理 统计 是 研究 随机 现象 规律 的 数 学， 它 发 展 迅 
速 ， 应 用 三 泛 ， 是 一 门 具 有 强大 的 生命 力 的 应 用 数学 。 


一 、 械 率 论 


概率 论 是 研究 随机 现 当 数量 规律 的 数学 分 支 。 

i。 失 率 论 交 产 生 

客观 世界 有 许多 必然 事件 。 这 种 事 尾 的 特点 是 : 物质 送 动 由 
其 内 在 的 很 本 矛盾 所 决定 ， 它 类 定 了 运动 的 基本 性 质 ， 这 种 事物 
的 变化 都 服从 确定 的 因果 联系 ， 从 前 一 时 肇 的 运动 状态 可 以 推断 
以 后 各 个 时 刻 芍 运动 状态 。 有 相当 一 部 份 这 类 事件 在 数学 上 可 以 
用 各 种 微分 方程 来 描述 。 如 行星 缆 日 运动 就 是 体 循 力学 定律 的 一 
种 必然 事件 ， 采 用 党 微分 方程 的 确定 性 数学 模型 就 可 予以 描述 。 
热量 从 混 论 高 娃 向 温度 低 处 转移 ， 这 种 热传导 的 必然 车 忻 ， 涉 及 
多 个 未 知 变量 ， 可 以 采用 偏 微 分 方程 的 确定 性 数学 模型 。 在 标准 
大 气压 下 ， 水 加 热天 100 宫 ， 研 必然 会 沸腾 。 拒 铁 加 热 镜 1530 它 
的 时 候 ， 几 然 会 雯 化 成 液态 。 事 物 间 这 种 联系 具有 必然 性 的 。 通 
党 的 自然 科学 就 是 专门 研究 这 种 必 热 性 ， 寻 求 这 类 必然 现象 的 因 
果 关 系 ， 把 握 它 们 之 间 的 数量 规律 ， 以 达到 认识 世界 和 改造 世 
漠 。 

但 是 ， 客 观 世 界 是 复杂 的 ， 是 一 幅 由 多 个 因素 相 吉 联系 、， 相 
间作 用 交织 起 来 的 图 最 ， 并 不 存在 着 绝对 必然 的 东西 。 在 微分 方 
程 描述 的 那 生 周而复始， 始终 如 一 的 运动 规律 中 ， 实 际 上 已 经 直 
接 或 阿 接 地 包括 了 对 许多 偶然 性 因素 的 数学 处 理 。 当 由 于 依然 因 
素 的 直接 影响 ， 对 象 的 发 展 出 现 几 种 不 同 的 随机 可 能 性 时 ， 通 过 
列 出 合 分 方程 采 加 以 描述 药方 法 就 极为 困 玲 了 ， 这 就 推动 了 数学 
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家 对 侦 热 事 社 的 研究 ， 导 致 窜 府 论 的 产 主 。 随 机 现象 是 指 这 样 
的 客观 现象 ， 当 人 们 观察 它 时 ， 所 得 的 钙 果 不 能 预先 确定 ， 而 只 
是 多 种 可 能 结果 的 一 促 ， 如 在 同样 条 件 下 ， 进 行 小 考 品 种 的 人 人工 
瞧 芽 试验 ， 各 园 促 让 陈 发芽 情况 并 不 禄 同 ， 有 强 红 和 是 有 晚 之 别 等 
告 。 这 是 受 侦 然 因 素 胸 影响， 可 能 出 现 种 种 不 同 的 结果 这 种 现象 
几 随 机 现象 。 

早期 概率 论 的 证 完 与 赌博 的 数学 研究 宰 关 。1654 年 有 一 个 峙 
徒 梅 景 向 举 时 的 数学 家 帕斯卡 (Blaise Pascal，1623 一 1682) 提 
出 一 个 使 邮 普 恼 了 很 入 的 问题 ，" 两 个 赌 徙 粗 约 赂 若干 局 ， 谁 先 
束 巴 局 就 算 获 蛙 ， 全 部 财 本 束 归 胜 者 ， 和 但 是 ， 当 其 中 一 个 人 亮 了 
a ta<m) 局 ， 另 一 个 赢 了 D (5< 和 om) 局 的 时候 ， 财 博 中 止 。 问 
赌 本 应 当 如 何 分 法 才 合 理 ? "三 年 后 ， 也 就 是 1657 和 年， 荷兰 著名 的 
天 文学 家 、 物 理学 家 兼 数 学 家 惠 和 更 斯 (Christiaan Huygens 
1629 一 1695 年 ) 企图 解决 这 一 问题 。 他 用 排列 组 合 的 方法 ， 研 究 
了 一 些 复杂 的 赌博 问题 ， 结 果 写 成 了 《 论 机 会 游戏 的 计算 》 一 书 ， 
这 就 是 最 早 的 概率 论著 作 。17 世 纪 中 时 ， 法 国 数学 家 巾 斯 卡 和 费 
马 等 人 就 开始 研究 机 遇 博 次 的 数学 理论 。18 世 纪 避 险 事业 的 发 展 
进一步 推动 了 概率 论 的 研究 。 后 来 又 把 它 推广 运用 于 社会 统计 、 
天 文 、 大 地 测量 的 误差 计算 和 流体 动力 学、 热力 学 与 统计 物理 学 
的 研究 。 到 19 世 纪 初 才 形 成 了 比较 完整 的 概率 理论 。 数 学 家 拉 普 
拉 斯 对 概率 论 的 发 展 贡 献 很 大 ,他 在 系统 总 结 前 人 工作 的 基础 上 ， 
写 出 了 《概率 的 分 析 理 论 }》(1812 年 出 版 J)。 他 首次 明确 规定 了 概 
宁 的 古典 定义 【 邑 古 典 概率 )， 并 在 概率 论 中 引入 了 更 有 力 的 分 
术 工 具 ， 如 差分 方程 、 母 湛 数 等 ， 从 而 实现 了 松 率 论 由 单纯 的 组 
合计 算 到 分 析 方 法 的 过 渡 ,将 概率 论 推 向 一 个 新 的 发 展 阶段 .1901 
年 ， 李 亚 普 诺 赤 【AmeEcaHmp Max aiinopny HamyHOBIS857 
~…1918) 利用 特征 图 煞 方 法 ， 对 一 类 相当 广 谤 的 独立 随机 变量 序 
烈 ， 证 明了 中 心 极限 定理 。 他 还 利用 这 一 定理 第 一 次 科学 好 解释 
了 为 什么 实际 中 过 到 的 许多 沟 机 变量 近似 地 服从 正 态 分 布 。 直 到 
20 世 纪 初 ,人 们 才 逐 步 建 立 了 概率 的 公理 系统 。 概 率 论 运用 概率 ， 
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随机 过 程 等 楼 念 ， 描 述 了 经 典 数学 元 法 把 握 的 随机 性 ， 从 中 和 导 找 
确定 的 统计 规律 。 概 率 论 标志 着 数 学 研究 从 确定 性 事件 领域 深入 
到 不 确定 姓 事 件 领域 。 

2. 袜 率 论 的 肉 窜 

概率 论 从 数量 的 角度 来 研究 大 量 的 跑 机 更 象 ， 从 中 导 找 这 些 
随机 现象 所 服从 的 统计 规律 ， 并 用 严格 的 数学 方法 研究 各 种 随机 
现象 的 统计 规律 之 问 的 术 所 联系。 

一 方面 ,从 对 客观 存在 的 大 量 随 机 现象 的 观察 , 可 以 总 结 出 统 
计 规 律 性 ， 例 如 ， 到 颐 和 国 来 游览 这 件 事 ， 今 天 究竟 是 谁 到 项 和 
园 洲 ， 完 全 是 随机 的 ， 有 的 因 采 着 无 事 偶然 到 公园 逛 一 轿 ， 有 的 
因 外 起 玉 亲 威 朋友 ， 陪 伴 一 块 米 玩 : 有 的 相约 在 公园 见面 等 等 ， 
这 些 事件 都 是 随机 的 。 每 天 都 有 大 量 的 随机 现象 。 对 这 大 量 随机 
现象 进行 统计 ,就 可 以 找 出 一 年 四 季 游 蜗 上 颐和园 的 梳 率 分 布 孝 律 ， 
春天 游客 最 多 ， 夏 天 秋天 游客 也 较 多 ， 冬 天 诸 客 稀少 ， 这 祥 旗 可 
以 主动 做 好 服务 工作 ， 

另 一 方面 ， 为 考察 某 一 事物 ， 在 同样 条 件 下 进行 大 量 的 重复 
试验 ， 从 记得 到 的 大 量 试验 结果 ， 也 可 分 析出 一 定 的 统计 规律 
轩 。 例 如 ， 把 一 枚 硬币 抛掷 大 量 次 数 以 后 ， 就 会 发 现 一 定 的 规律 
性 ， 即 电 现 文字 各 图 案 的 概率 都 是 172。 又 如 ， 掷 盘子 ， 总 共 有 
8 个 可 能 的 结果 ， 它 们 纺 现 的 可 能 性 相等 。 因 此 ， 我 们 说 某 一 面 
出 现 的 概率 为 1/6。 用 4 窒 示 一 随 宙 事 件 ， 即 记号 P{4) 趟 示 “ 随 
机 事件 和 的 概率 "， 它 是 一 个 0 、1 之 出 的 数值 : 

nr 
P{4)=%, 
此 处 tn 表 示 可 能 结果 的 总 数 ,m 表 示 记 有 可 能 结果 中 发 生 的 个 数 . 
概率 也 叫做 “几率 "、“ 或 然 率 "， 是 概率 论 中 最 基本 的 刍 念 。 
可 宣 是 用 米 表 示 随 机 事件 发 生 的 可 能 性 大 小 的 一 个 量 ， 它 具有 下 
述 三 条 最 基本 的 性 质 : 

(1) 和 任何 事件 4 的 概率 P{A} 总 是 介 于 0 与 1 之 间 ，0 扫 

已 {4) 大 1 
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(2) 必然 事件 A 的 概率 等 于 1, 即 瑟 (44+=1. 如 水 加 热 到 100 色 
时 就 沸腾 ， 这 是 必然 事件 ， 它 的 概率 等 于 1 。 

(3) 如 果 事 件 41，.A42，…… 中 任何 两 个 都 不 能 同时 发 生 ， 册 
它们 中 至 少 有 一 个 发 生 的 概率 等 于 诺 Ai 的 概率 之 和 ， 即 
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概率 论 的 主要 问题 是 说 明 大 革 的 偶然 六 素 补 互 影 响 而 产生 的 
规律 。 为 了 研究 大 量 的 随机 现象 ， 一 般 总 是 将 有 限 转 化 为 无 限 ， 
也 贱 是 采用 极限 的 方法 ， 这 就 引导 到 恬 限 定理 的 研究 。 极 限定 理 
的 内 和 容 很 广泛 ， 共 中 最 重要 的 基文 数 定律 和 说 明 分 布 的 正 态 规律 
起 重大 作用 的 中 心 极 限定 理 。 

太 数 定律 说 明了 随机 现象 大 量 驱 察 结 时 的 平均 值 具有 稳定 
性 。 即 如 果 影 啊 茶 一 随机 现象 的 随机 因素 很 多 ， 在 大 量 试 验 下 ， 
个 别 因 素 的 影响 也 将 相互 抵消 ， 而 使 总 体 其 有 稳定 性 。 鲍 旭 ， 哩 
然 每 个 气体 分 子 的 运动 带 有 一 定 的 随机 性 ， 但 是 作为 气体 平均 特 
征 的 压力 、 温 庭 等 是 稳定 的 ， 气 体 分 子 指 动 能 的 平均 值 是 - -个 党 
数 。 所以， 六 数 定律 揭示 了 大 量 随 机 变 基 的 和 在 一 定 条 件 下 具有 
某 种 稳定 性 ， 这 是 一 个 重 归 的 徐 律 。 但 是 它 并 没有 涉及 到 随机 变 
量 的 分 布 。 因 此 ， 概 率 论 中 还 有 一 -个 重要 的 中 心 极限 定理 ， 

中 心 极 限定 理 是 撒 用 来 阐明 随机 变量 的 和 的 轰 限 分 布 是 正 态 
分 布 的 一 系列 定理 。 每 一 随机 变 划 都 遵循 着 一 种 确定 的 分 布 规 
律 ， 如 果 随 机 变量 是 连续 的 ， 那 么 其 分 布 现 律 可 用 一 个 称 为 密度 
函数 的 上 曲线 来 刻 曾 ， 正 态 分 布 就 
是 一 种 连续 分 布 ， 它 的 密度 曲线 
《 殉 玫 10-i ) 的 特征 是 ， 可 以 表 
示 成 1 条 辕 形 山 线 ， 有 一 个 最 高 
点 ， 在 这 点 上 兰 边 对 称 尼 下 降 。 

在 现实 生活 中 ， 有 许多 随机 0 
变量 是 岂 太 量 相 对 独立 的 随机 因 
束 影 响 所 形成 ， 而 其 中 每 一 个 别 是 14-1 
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因素 ， 在 总 的 影响 中 所 起 询 作 用 都 是 很 小 的 。 这 种 随机 变量 往往 
近似 地 服从 正 术 分布 ， 这 种 现象 就 是 中 心 极限 定理 的 客观 背景 。 
全 好 人 的 茶 些 生理 特征 (身高 .体重 等 ); 测 盟 的 误差 ， 农 作物 的 站 
获 量 : 炮弹 的 有 党 扣 等 等 ， 都 是 上 服 从 正 态 分 布 的 随机 变量 . 

在 射 二 理论 和 误 葡 理论 中 ， 正 态 分 布 都 起 着 特别 重要 的 和 作 
用 。 这 是 因为 射击 的 仿 差 和 测量 的 误差 都 被 认为 是 服从 正 夸 分 布 
的 。 如 测量 的 误差 ， 出 于 在 测量 过 程 中 ,不 可 避免 地 有 许多 产生 
测量 误 郑 的 因素 ,如 温度 , 熏 度 ,大 气压 力 ， 人 的 心理 状态 ，…… ， 
这 些 个 别 微 小 的 内 素 对 总 的 测量 结果 的 影响 是 很 微小 的 ， 甚 
至 是 感觉 不 到 的 。 但 是 把 这 些微 小 的 影响 肾 积 起 来 ， 对 总 的 测量 
结果 就 有 明显 的 影响 。 若 图 随机 变量 来 措 述 揭 话 ， 那 就 是 可 以 把 
测量 的 误 芝 看 作为 一 个 随机 变量 <， 并 且 它 是 许多 取 值 很 微 小 ， 
硬 又 相 瑟 独立 的 限 机 变量 的 总 和 ， 邯 上 一 所 十 ea 十 如 十 …… 二。 
如 果 所 有 个 别 因 素 对 总 和 所 引起 的 影响 都 很 微小 ， 那 末 调 景 的 误 
其 一 一 随机 变量 4 的 极限 分 布 一 定 是 正 态 分 布 。 中 心 极限 理论 从 
理论 上 证 明了 上 述 实 跋 经 验 的 事实 在 一 般 条 忻 下 大 正确 的 。 

马 杀 可 夫 过 程 是 概率 论 研 究 的 一 个 重要 内 容 。 蕊 尔 可 夫 过 程 
又 呀 作 无 后 将 的 随机 过 程 。 它 是 一 种 常见 的 ， 重 要 的 随机 过 程 。 
它 的 特点 是 ， 著 现在 的 情况 已 经 知道 ， 则 以 后 的 一 切 统 计 特性 就 
和 过 去 的 状 沉 无 关 。 马 尔 可 去 过程 可 以 按照 时 间 和 状态 的 离散 . 
连续 情况 分 作 3 个 部 分 来 深入 讨论 。20 世 纪 50 年 代 蕊 前 ， 研 究 马 
尔 可 夫 过 程 的 主要 工具 是 铅 分 方程 和 分 析 方 法 。 近 年 来 ， 拷 论 方 
法 (和 抽 是 另 一 类 重要 的 随机 过 程 ) 也 已 淆 透 到 马尔 可 夫 过 程 的 研 
完 中 , 它 与 随机 微分 方程 结合 在 一 起 ,已 成 为 自前 处 理 多 维 扩 数 
过 程 的 工具 。 些 外， 马尔 可 夫 过 程 的 研究 ， 扒 动 了 位 势 理 论 的 发 
展 ， 并 为 研究 偏 微 分 方程 提供 了 概率 论 的 方法 。 最 近 十 多 年 发 展 
起 业 的 专 布 斯 随机 场 和 无 穷 粒 和子 随机 系统 ， 是 由 于 统计 物理 的 项 
要 而 提 骨 的 。 

平稳 随机 过 程 也 是 概率 论 的 重要 研究 内 容 ， 它 是 一 种 其 统计 
特性 不 限时 间 的 推移 而 变化 的 过 程 。 一 般 来 说 ， 当 产生 随机 现象 
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的 一 切 主 要 条 忻 可 以 看 作 不 随时 各 的 推移 而 改变 的 时 候 ， 我 们 常 
把 它 看 作 是 平稳 的 。 在 实际 应 用 中 ， 如 通信 技术 、 造船 、 上 气象 、 
纺织 等 所 遇 到 的 过 程 有 很 案 可 以 认为 是 平稳 过 程 ， 因 上 此， 下 稳 
过 程 的 理论 研究 很 重要 ， 平 稳 过 程 在 息 动 控制 ， 孝 线 电 岂 闻 学 等 
方面 都 有 重要 的 上 应用. 

3. 概率 论 的 应 用 

在 物理 学 方面 ， 高 能 电子 或 核子 穿 过 吸收 体 时 ,产生 级 联 
《或 倍增 ) 现 象 。 在 研究 电子 一 一 光子 级 联 过 程 的 起 伏 问 题 时 ,要 
用 到 随机 过 程 。 人们 党 让 治 松 过 程 、 弗 瑞 过 程 作为 实际 级 联 的 近 
似 ， 有 时 还 要 用 至 更 新 过 程 的 概念 。 当 核子 穿 到 吸收 体 的 某 一 深 
度 时 ， 可 用 扩散 方程 米 计 算 核子 的 概率 分 布 。 物 理学 中 的 放射 性 
台 变 、 和 粒子 计数 器 、 原 子 核 照相 乳胶 中 的 和 低 迹 理论 和 原子 核 反 谋 
堆 中 的 向 题 的 研究 ， 都 要 用 到 河 松 过 程 和 更 新 理论 。 消 流 理 论 以 
及 天 文学 中 的 星云 密度 起 伏 、 畏 射 传递 等 研究 要 用 毕 机 场 的 理 
论 。 探讨 太阳 黑子 的 规律 及 其 预测 时 ， 时 间 序 列 方法 非常 有 用 。 

化 学 反应 动力 学 中 ， 研 究 化 学 反应 的 时 变 率 及 影响 这 些 时 变 
罕 的 因素 灯 题 ， 目 动 催化 反应 ， 单 分 子 反 应 ， 双 分 子 反 应 及 一 些 
连锁 反应 的 动力 学 模型 ， 都 要 以 蕊 尔 可 夫 过 程 米 描述 。 

随机 过 程 理 论 所 提供 的 方法 对 于 生物 数学 共有 很 大 的 重要 
性 ， 许 多 研究 工作 者 以 此 来 构造 生物 的 模型 、 研 究 群体 的 增长 问 
题 时 ， 提 出 了 生 灭 型 随机 模型 ， 两 性 增长 模型， 群体 间 竞 争 与 生 
靶 模 型 ， 群 体 迁 移 模 型 ， 增 长 过 程 的 扩散 褐 玫 等 等 。 有 些 生 物 现 
加 还 可 以 用 时 间 序 列 模 型 来 进行 预报 。 传 染病 流行 问题 要 用 到 具 
有 有 了 限 个 状态 的 多 变量 非 线 性 生 灭 过 程 。 在 通 传 问题 中 ， 着 重 研 
究 群 体 经 过 多 少 代 遗传 后 ， 进 入 某 一 面 定 类 和 首次 进入 此 面 定 类 
的 时 间 ， 以 及 最 大 基因 频率 和 的 分 布 等 。 

在 系统 科学 方面 ， 研 究 大 量 元 素 组 成 的 具有 大 量 自由 讼 的 复 
杂 系 统 的 时 候 ， 由 于 系统 的 元 娄 数 量 庞大 ， 便 呈现 出 复杂 的 随机 
运动 。 相 廓 元 素 之 间 、 元 素 和 整体 之 间 都 缺少 面 定 的 联系 ， 微 积 
分 是 难以 描述 这 种 系统 的 ,只 有 用 概率 论 , 才 能 揭示 复杂 系统 的 良 
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次 之 间 的 联系 和 大 量 元 素 的 随机 运动 的 平均 统计 规律 人 性。 售 息 岂 
创始 人 巾 农 所 出 度量 信息 量 的 数学 公式 ， 把 消息 看 作 随 机 序列 ， 
把 这 种 离散 信息 源 看 作 概 率 论 的 "马尔 科 天 过程， 认为 舍 息 洒 是 
根据 已 知 的 《或 芒种 意义 上 可 知 的 》 概 率 从 各 种 可 能 的 前 总 中 选 
择 消 总 发 出 去 。 他 用 马尔 科 夫 过 程 的 统计 特性 即 它 的 "十 "来 天 征 
供 县 深交 特性， 将 它 定 义 为 该 信息 源 发 送 的 每 个 消息 符 与 )》 的 
于 均 信息 生 ， 等 二 该 往 鼠 出 现 的 概 尺 的 对 数 乘 以 共 概 率 本 壬 再 求 
和 各。 控制 论 创 始 人 维 纳 研制 高 身 烟 的 自动 控制 问题 。 高 炬 控制 要 
求 高 速度 的 计 委 ， 以 使 预测 飞机 的 飞行 方 贞 积 速记， 从 而 ， 做 出 
判断 ， 志 速 对 炮 位 、 方 向 以 及 角度 并 斩 以 调节 与 操 级 。 他 认为 只 
有 采用 慨 率 统计 这 样 的 数学 工具 ， 飞 行 曲 线 网 预测 问题 才能 解 
决 ，。 

许多 服务 系统 ， 如 电话 通信 、 船 舶 装 邱 、 入 器 损 修 ， 病 人 忌 
诊 、 红 绿灯 变换 、 存 货 控 制 、 水 库 调 度 ， 购 货 排 队 。 等 等 ， 都 可 
用 一 类 圳 率 模 型 来 揽 述 。 这 类 概率 模型 涉及 的 过 程 叫 排队 过 程 。 

概率 论 还 渗透 到 共 他 科学 领域 。 在 纯 数 学 领域 内 用 烽 率 论 方 
法 研究 数论 问题 已 经 有 很 好 的 结果 。 在 社会 科学 领域 ， 特 别 是 经 
济 学 中 研究 最 优 洪 策 和 经 济 的 稳定 增长 等 问题 ， 也 大 量 采 用 概率 
论 方 汽 。 正 如 拉 营 拉 斯 所 说 :“ 生 活 中 最 重要 的 问题 的 绝 大 多 数 
在 实质 上 只 是 概率 的 问题 "， 


二 、 数 理 统 计 学 


运用 概 罕 论 来 研究 目 然 界 和 社会 中 的 大 量 随 机 现象 的 统计 夫 
律 性 ， 并 利用 观察 的 资料 来 对 随机 变量 的 数学 特征 ， 分 布 应 数 等 
进行 估计 ,分 析 各 推断， 这 样 的 一 门 科学 就 是 数理 统计 学 ， 

1. 数理 统计 的 产生 

从 数学 上 对 生物 统计 进行 研究 的 第 一 个 人 ， 是 英国 的 皮尔 
带 (Karl Pearson，1857~1936). 他 在 伦 就 大 学 学 习 过 ,1882 年 
任 伦 就 大 学 学 院 的 应 用 数学 力学 教授 。1891 年 他 和 剑 祷 太 学 移动 
物 学 家 讨论 达尔文 百 然 选择 理论， 发 现 他 们 在 区 分 物种 时 间 的 数 
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据 有 “ 姬 "和 “比较 好 ”的 说 法 。 于 姑 皮 尔 进 潜心 研究 数据 的 分 布 玩 、 
论 。 在 “机 遇 的 法 则 * 一 文中 ,他 提出 了 袜 率 和 相关 的 概念 .接着 又 
提出 标准 差 、 正 态 曲 线 、 平 均 变 差 、 均 方 根 误 差 等 一 系列 数理 统 
计 的 基本 术语 。 这 些 文章 都 发 表 症 进化 论 的 杂志 上 。 -直到 1901 
年 ， 他 创办 《生物 统计 学 》 杂 志 ， 才 使 数理 统计 有 了 上 自己 更 阵 
地 .。 

英国 统计 学 家 费 希 尔 【Ronatd Avylmer Fisher, 1890~ 
1962)， 对 现代 数理 统计 的 形成 和 发 展 作 出 了 重大 的 贡献 。 他 
1912 年 毕业 于 剑桥 大 学 ，1913 年 他 对 生物 统计 学 感 兴趣 ， 参 加 
罗 萨 姆 斯 素 德 试验 站 的 工作 ， 致 力 于 数理 统计 在 农业 科学 和 广 传 
学 中 的 应 用 。 他 将 66 年 的 施肥 ，、 田 冶 试 验 和 气候 资料 加 以 整 丙 、 
归纳 ， 从 中 提取 信息 ， 为 他 作 理 论 研 究 打 下 基础 。 他 是 一 些 有 重 
村 理论 和 应 用 价值 的 统计 分 支 和 方法 的 开创 者 。 其 重要 成 就 有 : 
系统 地 发 展 了 正 态 总 体 统计 量 的 拍 玉 分 布 《20 年 代 )， 这 标志 着 
相关 、 回 归 分 析 和 多元 分 本 等 分 支 的 初步 建立 ;建立 了 以 最 大 似 
然 估 计 为 中 心 的 成 估计 理论 ( 1912~ 一 1925 年 )， 他 与 耶 英 合作 创立 
了 实验 设计 ， 并 发 展 了 与 这 种 设计 相 适 度 的 数据 分 析 方 法 一 一 方 
差分 析 法 (本 世纪 20 全 30 年 代 )， 这 在 实用 上 很 重要 。1928 一 1938 
年 雷 受 、 皮 尔 介 等 建立 了 假设 检验 的 一 种 严格 的 数学 理论 ， 把 假 
设 检验 间 题 作为 一 个 数学 最 优化 问题 来 处 理 。 在 一 定 意义 上 ， 这 
是 瓦尔 德 建 立 统计 决策 理论 的 先驱 。 

英国 是 数理 统计 的 发 源 地 和 研究 中 心 。 但 从 第 二 次 世界 大 帕 
开 娩 ， 美 国 也 发 展 得 很 快 。 在 战争 中 ， 人 大 们 要 研究 飞机 上 某 种 投 
弹 装 置 的 至 果 。 如 果 要 用 数学 分 析 的 方法 列 出 连续 向 矩形 阵地 靶 
子 投 三 显 炸 弹 的 方程 ， 不 仅 方程 难 列 ， 计 算 也 够 复杂 的 ， 实 际 获 
得 的 结果 很 少 。 如 果 使 用 堵 干 统计 数据 ， 综 合 投弹 的 概率 模型 ， 
就 很 容易 得 出 许 雪 重要 的 信息 。 美 国 数理 统计 的 研究 颇 有 成 效 ， 
枉 伦 比 亚 研 究 组 在 理论 和 实践 上 都 有 重大 建树 。 其 中 最 著名 的 是 
“ 序 贯 分 析 "， 被 称 为 “30 年 来 最 有 威力 的 统计 下 起" 。 在 1975 一 
1976 年 出 版 的 4 现代 统计 学 索引 》 一 书 中 ， 序 贯 分 析 的 文章 有 556 
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篇 之 多 ， 至 今 它 从 是 统 计 学 中 的 重要 领域 之 一 。 

著名 统计 学 家 瓦尔 德 (braham Wald，1902~1950) 是 狂 
太 大 ， 后 移 层 美国。 他 创立 了 序 贯 分 析 与 次 策 函 数理 论 ， 开 创 了 
统计 学 的 新 局 而 .“ 序 贰 分析" 的 产生 是 由 于 军 方 的 需要 。1942 年 
底 ， 美国 科学 研究 发 展 启 首脑 圳 弗 给 哥伦比亚 大学 应 用 数学 研究 
组 一 项 任务 ， 要 求 对 在 海军 中 服务 的 斯 凯 勤 的 一 项 简化 公式 作出 
评价 。 这 项 公式 原 是 英国 来 的 ， 用 来 求生 栈 机 一 次 射击 抢 巧 击 中 
并 引 几 我 机 携带 炸弹 的 概率 。 哥 伦比 亚 小 组 中 的 沃 利 斯 和 保 尔 森 
认为 斯 韦 勒 的 公式 不 杰 好 ， 提 出 了 一 个 更 简单 的 公式 。 斯 痪 勒 认 
为 这 个 公式 虽 好 ， 但 为 了 有 较 高 的 精密 度 和 需要 很 大 的 样本 ， 而 且 
需要 实弹 试验 。 这 种 好 儿 千 项 的 实弹 试验 实在 太 浪 费 了 ， 能 不 能 
没 息 则 一 条 比较 节约 的 规则 ， 使 试验 达到 一 定 精 密 庭 时 即 记 动人 
正 呢 ? 1943 年 春 , 他 们 就 这 个 向 题 请 教 数 理 统 计 专 家 瓦尔 德 , 吏 尔 
德 提出 了 序 贯 分 析 法 。 在 经 典 统计 推断 程序 中 ， 全 部 数据 只 影响 
最 后 的 千 论 ， 至 于 用 多 少数 据 则 是 预先 确定 的 。 序 贯 分 析 不 是 这 
样 ， 这 里 每 收集 一 个 数据 都 得 考虑 是 否 要 停止 观测 以 及 对 结论 有 
何 影 响 这 样 双 重 的 问题 . 瓦尔 德 加 上 一 条 能 判断 是 否 需 要 停止 的 
规 册 的 数学 描述 ， 这 一 办 法 解决 了 沃 利 斯 的 问题 ， 使 他 能 用 较 少 
的 试验 得 到 化 简 公 式 ， 从 而 节约 大 量 的 弹药 和 试验 费用 。 序 贯 分 
术 在 成 后 获得 下 大 发 展 ，1950 年 瓦尔 德 创立 了 统计 诀 策 理论 ， 也 
赢得 了 广泛 的 艇 誉 。 它 从 人 与 大 目 然 进行 博 奕 的 观点 时 发 ， 企 图 
把 形形色色 的 统计 问题 扫 并 在 一 个 统一 的 模式 之 下 ， 这 种 理论 对 
鼎 后 数理 统计 各 分 支 的 发 展 产生 较 天 影响 。 

电子 计算 机 的 广泛 应 用 ,促进 了 数理 统计 和 的 发 展 。 有 了 计算 
机 ， 过 去 一 些 停 留 在 理论 上 前方 法 得 以 付 请 实用 。 如 在 涉及 数 十 
个 自 变 量 的 大型 锯 归 疝 题 中 ， 有 变量 选择 的 问题 。 没 有 计算 机 时 
这 类 问题 天 法 实现 ， 现 在 有 计算 机 就 能 实现 。 人 们 提 由 了 很 多 选 
择 标 准 并 进行 理 沦 上 的 探讨 ， 这 主 富 了 回归 分 析 分 支 的 内 容 。 通 
过 计算 机 模 氛 ， 可 愉 在 实际 应 用 中 避 开 一 些 难 于 解决 移 、 复 杂 的 
轴 样 分 布 描 导 间 题 ， 另 外 ， 计 算 机 在 短 时 间 内 处 弄 大 量 数 据 的 能 
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为 ， 司 人 们 有 可 能 从 各 个 角度 对 数据 进行 透彻 的 分 析 ， 从 其 中 提 
出 更 多 的 信息 ， 称 为 "数据 分 析 ”。 

2. 数理 统计 的 内 容 

数理 统计 包括 抽样 . 适 线 问题 ， 假设 检验 、 方 着 分析、 试验 
设计 、 统 计 决 策 等 内 容 ， 

我 们 对 一 个 研究 对 象 进行 洒 在 或 者 试验 的 时 供 ， 员 然 全 面 训 
赛 是 最 完善 的 ， 但 是 有 很 多 研究 对 象 不 允许 这 样 敏 ， 有 时 候 这 样 
化 也 不 是 必要 的 ， 特 别 是 有 许多 调查 和 试验 是 带 有 了 破坏 性 的 ， 全 
面 调查 和 试验 就 更 不 可 能 了 。 比 如， 工业 上 要 检查 灯泡 的 耐用 时 
间 ， 就 要 把 条 泡 烧 掉 ， 如 果 全 面试 验 就 要 把 生产 的 灯泡 都 烧 掉 。 
叉 比 如 ， 农 业 上 要 在 小 麦 没有 成 熟 前 人 居 计 产量 ,就 要 把 小 麦收 来 
对 它 的 株数 、 若 数 、 粒 数 、 粒 重 进行 计算 ， 如果 全 面 调 查 ， 就 要 
把 小 考 全 牙 割 下 来 。 这 些 都 是 不 允许 的 。 因 此 ， 调 查 只 能 用 “ 抽 
碍 一 部 分 "进行 试验 的 方法 。 在 煞 理 统计 中 这 种 方法 就 叫 作 抽样 ， 
抽出 的 部 分 吗 作 子 样 或 者 媚 作 样 本 。 被 检查 对 象 的 全 体 相对 于 子 
畔 来 说 就 叫 化 母 样 ， 也 晤 化 总 体 。 _ 

抽样 检查 是 要 通过 对 子 样 的 调查 ， 来 推断 总 体 的 全 面 情况 ， 
究竟 抽 多 少 合适 ， 这 是 十 分 重要 的 。 抽 多 了 会 浪费 物资 、 人 力 和 
时间 、 抽 少 了 代表 性 不 大。 因此， 在 抽样 检查 中 就 生 了 “小 子 样 ” 
理论 ， 这 是 一 种 在 子 样 很 小 的 情操 下 ， 进 行 分 析 判 断 的 理论 。 

适 纹 问题 也 叫 仇 曲线 扳 合 。 在 实际 中 ， 有 些 问 题 需 要 根据 积 
累 的 一 些 经 验 数 据 来 求 出 理论 分 布 曲线 ， 从 而 获得 整个 问题 的 近 
似 解 。 为 此 需要 研究 如 下 一 些 课题 ， 根 据 什么 原则 求 出 理论 分 布 
曲线 ? 有 时 幅 同 一 问题 中 可 以 求 出 才 种 不 同 的 曲线 ， 如 何 比 较 各 
种 曲线 的 做 劣 ? 选 配 好 曲线 以 后 ,又 怎 祥 判 断 它 和 理论 分 布 的 真 
懂 相 差 多 少 呢 9 这 些 问题 ， 就 属于 数理 统计 中 的 适 线 问题 。 

假设 检验 是 指 在 用 数理 统计 方法 检验 产品 的 时 候 ， 先 作出 一 
种 假设 ， 叫 敏 原 假设 。 再 根据 抽样 观察 的 结果 在 一 定 可 靠 程 度 上 
对 原 修 设 的 可 信 性 作出 判断 ， 决 定 接受 或 者 报 绝 原 假设 。 这 种 方 
法 就 本 化 假设 检验 ， 
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上 入 差分 析 世 六 柳 乔 差 务 析 。 站 土家 业内 产 中 ， 会 过 类 生产 寺 
列 不 稳定 ,但 是 找 不 出 原因 的 情况 ， 这 样 就 需要 进行 试验 玉 判 断 
哪些 因素 在 起 作用 ， 或 者 改变 生产 条 件 的 时 候 ， 判 断 对 产量 质量 
影响 比较 大 的 是 哪些 因素 。 方 差分 析 就 是 用 分 解 样本 离 差 平方 和 
的 方法 对 庄 因 素 是 否 有 了 明 最 的 影响 作出 判断 。 

根据 观察 其 些 现 象 所 得 的 一 组 资料 。 运 用 数学 方法 ， 确 定 现 
象 的 其 些 量 之 分 相 关 程 度 的 大 小 以 及 用 怎样 的 基数 关系 相 联 系 ， 
岂 敌 相关 分 析 。 

方差 分 析 可 以 指出 哪些 国 素 有 比较 大 的 影响 ， 哪 些 因素 没有 
影响 ， 但 是 不 能 指出 其 一 因素 的 影响 程度 。 相 关 分 析 的 理论 艇 决 
了 这 个 问题 ， 它 不 仅 可 以 定性 地 指出 哪些 因素 有 密切 的 关系 ， 而 
且 可 以 定量 地 指出 这 些 因素 之 间 量 的 怀化 关系 ， 

试验 设计 ， 顾 名 思 义 ， 就 是 研究 如 和 何 科学 地 设计 试验 的 一 门 
统计 学 科 。 例 如 试制 一 种 工业 品 ， 有 几 种 原材料 和 设备 可 选用 。 
生产 的 各 种 工艺 因素 如 强 订 、 压 力 、 反 应 时 洞 等 ， 又 可 各 有 和 车 于 
个 可 选用 的 水 平 。 因 此 ， 全 部 可 能 的 搭配 数 很 多 ， 要 做 试验 次 数 
很 多 ， 出 于 人 入 力 、 物 力 、 时 和 间 扬 限 ， 只 能 挑选 一 部 分 去 做 试验 . 
所 的 的 一 部 分 要 有 代表 性 ， 并 使 得 数据 便于 进行 分 析 。 试 验 设计 
得 好 ， 嗓 可 减少 试验 次 数 ， 缩 短 时 间 ， 节 省 物力 ， 估 力 ， 叉 能 得 
到 好 的 结果 。 

统计 决策 将 一 个 统计 问题 看 作 人 与 自然 的 一 个 博 突 。 人 所 采 
取 行 动 的 优 劣 ， 出 其 后 果 《 以 经 济 损失 的 形式 表示 来 衡量 ， 即 所 
采取 行动 应 使 损失 尽 可 能 小 ， 或 反 过 来 说 ， 使 收益 尽 可 能 大 . 但 
是 ， 后 果 义 依 束 于 自然 的 状态 ， 因 此 ， 行动 应 依据 样本 带 给 我 们 
的 关于 自然 状态 的 信息 。 所以， 一 个 统计 次 定 是 懈 样 本 而 采取 行 
动 的 一 整套 行动 方案 。 统 计 决 策 理论 如 是 研究 如 何 选 取 这 种 行动 
方案 的 统计 科学 。 例 如， 一 个 商店 要 决定 今年 内 其 种 产品 的 进货 
数量 。 假 定 每 积压 一 件 产 品 损失 20 元 ， 而 少 销 售 一 件 产品 则 损失 
10 元 ， 商 店 必须 根据 抽样 调查 所 得 到 的 关于 销售 量 的 信息 ， 作 出 
关于 进货 数量 的 决策 。 从 统计 决策 的 意义 说 ， 任 何 一 个 统计 推断 
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《或 预测 ) 强 可 杭 为 一 种 必 动 。 这 带 来 一 种 痢 融 点 ， 就 是 色 损 内 
的 福 念 引伸 于 评价 作 统 计 推 断 的 优 步 。 这 种 看 尘 丰 富 了 统计 推断 
理论 的 内 容 ， 使 得 有 可 能 用 统一 的 观点 去 研究 种 种 形式 不 同 的 统 
计 推 断 。 这 正 是 瓦尔 德 在 1950 年 提出 统计 决策 理论 的 出 发 点 。 

粕 认 论 和 数理 统计 通称 为 随机 数学 ， 它 们 是 密 雪 联 系 的 同 奖 
学 科 。 伍 是 ， 它 们 又 都 各 有 它们 用 已 所 包含 的 不 同 内 容 。 

概 这 论 是 先 提 出 数学 模型 ， 然 后 去 研究 它们 的 和 狂 质 、 特 点 和 
规律 性 。 比 如 ， 在 一 定 模 型 下 ， 两 个 随机 变量 的 和 、 差 、 积 和 商 
的 分 布 ， 又 如 ， 荣 随机 变量 序列 的 极限 分 布 ， 前 面 提 训 的 大 数 定 
律 和 中 心 极 限定 理 都 属于 这 一 类 。 数 理 统 计 则 是 以 慨 永 论 为 基 
础 ， 利 用 对 随机 现象 舶 观察 所 取得 的 数据 ， 来 研究 数学 模型 ， 或 
者 说 ， 数 理 统 计 是 利用 样本 ， 对 未 知 或 部 分 未 知 的 数学 模型 作出 
推断 ， 例 好， 对 未 知 参 数 的 估计 或 检验 等 等 ， 并 同时 给 出 这 些 容 
断 的 可 徘 种 度 ， 

3. 数理 统计 的 应 用 

数理 统计 方法 在 工农 业 生 产 、 自 然 科学 和 技术 科学 以 及 社会 
经 济 领 域 中 都 有 广泛 的 应 用 。 

数理 统计 方法 在 农业 中 应 用 的 一 个 主要 方面 ， 是 对 田间 试验 
进行 适当 的 设计 各 统计 分 析 。 试 验 设计 的 基本 思想 和 方法 ， 就 是 
丰田 间 试 验 开始 发 展 起 来 的 。 象 种 子 品种 、 施 肥 的 种类 和 数量 以 
及 耕作 方法 的 选 定 ， 都 需要 通过 试验 。 农 业 试验 由 于 周期 长 且 环 
卉 因素 变异 性 大 ， 特 别 需 要 对 试验 方案 作 精 心 的 设计 ， 并 使 用 有 
效 的 统计 分 术 方 法 。 数 理 统计 方法 在 农业 中 应 用 的 另 一 方面 是 数 
量 簿 传 学 的 方法 。 例 如 ， 培 育 高 产品 种 的 研究 中 的 数据 分 析 使 用 
了 多 种 统计 方法 ， 如 在 遗传 力 的 计算 上 ， 用 了 了 很 复杂 的 回归 和 方 
其 分 量 分 析 的 方法 。 

数理 统计 方法 在 工业 中 的 应 用 ， 有 两 个 主要 方面 。 一 是 在 工 
业 生 产 中 ， 常 有 试制 新 产品 和 改进 老 产 品 、 政 革 工 艺 流程 、 使 用 
代用 原材料 和 寻求 适当 和 的 配方 等 问题 。 影 响 产 品质 量 的 因素 一 般 
很 多 ， 在 进行 试验 时 要 用 到 各 种 多 因素 设计 方法 ， 及 与 之 相应 的 
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统计 和 分 析 方 法 ， 以 判定 那些 因素 是 全 要 的 ， 那 些 是 次 借 和 的， 并 决 
定 一 组 最 优 的 生产 条 件 。 这 里 需要 用 试验 设计 ， 图 归 设 计 与 回归 
分 析 、 方 差分 析 等 统计 方法 。 另 一 方面 是 ， 现 代 工业 生产 有 大 批 
基 和 要 求 可 车 性 高 的 特点 。 为 保证 产品 质量 ， 希 要 在 连续 的 生产 
过 程 中 进行 工序 控制 ， 制 定 成 批 产品 的 抽样 验 妆 方案 ， 对 大 批 生 
产 的 元 件 进 行 寿命 试验 ， 以 估计 元 件 的 可 靠 性 及 包含 大 量 各 种 元 
人 忻 的 系统 的 可 靠 性 。 为 解决 这 些 问题 ， 就 要 用 质量 控制 图 、 抽样 
检验 、 可 车 性 统计 分 析 等 方法 ， 它 们 构成 统计 质量 管理 的 内 容 。 

医学 是 较 早 使 用 数理 统计 方法 的 领域 之 一 ， 在 防治 一 神 疾病 
时 ， 销 要 找 出 导致 这 种 疾病 的 种 种 因素 。 统 计 方法 在 发 现 和 验证 
这 种 因素 上 ， 是 一 个 重要 工具 。 例 如， 长 斯 以 来 人 们 怀疑 肺 痛 的 
发 生 与 吸烟 有 关 ， 这 一 点 得 到 大 量 统 计 资 料 的 证 实 。 另 一 方面 的 
应 用 是 ， 通 过 临床 试验 ， 用 统计 分 析 确 定 一 种 药物 对 治疗 某 条 奖 
病 是 否 有 用 ， 用 处 多 天 ， 以 及 比较 几 各 药物 或 治疗 方法 的 效力 。 
对 比试 验 、 列 联 表 、 回 归 分 析 等 是 这 方面 的 常用 工具 ， 

数理 统计 方法 在 自然 科学 和 技术 科学 中 也 有 广泛 应 用 。 在 基 
而 理论 研究 中 ， 常 常 从 一 种 观点 出 发 ， 根据 初步 观察 结果 面 提出 
一 种 学 说 或 假 党 。 它 们 是 否 正 确 ， 或 在 多 大 程度 上 正确 ， 权 诉 诸 
大 规模 的 试验 验证 ， 这 就 需要 用 试验 设计 和 数据 的 统计 分析 六 
法 。 有 时 ， 先 通过 统计 分 析 发 现 某 种 规律 性 ， 然 后 在 理论 上 去 寻 
求解 释 。 一 个 著名 的 例子 是 孟 德 尔 的 址 传 定律 。 孟 德尔 通过 竞 豆 
试验 发 现 了 这 个 定律 。 后 来 很 多 人 进一步 试验 ， 并 用 数理 统计 学 
中 的 “ 拟 合 优 度 检验 法 "(假设 检验 ) 检验 它 。 为 这 个 定律 寻求 理 
论 上 的 解释 ， 是 导致 “基因 学 说 "建立 的 一 个 重要 原因 .统计 方法 
用 于 地 震 、 气 象 和 水 文 方面 的 预报 ， 都 有 一 定 的 将 果 。 在 地 质 勘 
探 中 ， 人 人 和 们 在 一 个 地 区 前 若干 个 点 进行 考察 ， 对 其 结果 用 种 种 统 
计 方 法 ， 如 赵 势 向 分 析 、 对 应 分 析 等 去 进行 处 理 ， 在 此 基础 上 建 
立 革 种 经 验 性 质 的 规律 ， 以 用 于 指导 找 矿 . 

绕 计 方法 在 社会 领域 中 应 用 的 一 个 全 要 方面 是 抽样 调查 ， 在 
大 力 、 物 力 时 间 不 多 许 进行 全 面 调查 时 ， 使 用 抽样 调查 可 以 和 伍 到 
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节省 、 快 速 、 并 莫 得 满意 的 结果 。 另 一 方面 ， 对 社会 现象 的 研究 
有 商定 量化 发 展 的 趋势 。 例 如 人 口 学 ， 确 定 一 个 合适 的 人 口 发 展 
动态 模型 ， 希 要 笔 握 大 量 的 数据 资料 ， 并 使 用 包括 统计 方法 在 内 
的 一 些 科 学 分 析 方 法 。 在 经 济 学 中 ， 定 量化 的 趋势 比 其 他 社会 科 
学 部 门 更 早 且 程度 更 深 ， 如 用 时 间 序 列 分 析 方 法 去 研究 市 场 预 
测 ， 还 适用 回归 分 析 方法 和 跑 机 过 程 统计 方法 等 ， 从 面 产生 了 边 
红学 科 一 一 数量 经 济 学 ， 


is 


第 十 一 章 运 筹 学 


是 和 用 数学 工具 谋求 最 优 安 排 的 一 种 方法 ， 已 广泛 应 用 于 军事 、 
经 许 等 筹划 、 安 排 ， 提 高 工作 效率 。 


一 、 运筹 学 的 产生 


运筹 学 的 思想 早 在 古代 就 百 经 产生 了 。 歼 我 双方 交 成 ， 要 克 
艇 玛 胜 就 要 在 了 佣 双 方 情况 的 基础 上 ， 作 出 最 优 的 对 敌 的 办 法 ， 
我 国 古 已 就 有 “运筹 帷 幅 之 中 ,决胜 千里 之 外 "的 说 法 。 但 是 , 运 舌 
学 作为 一 门 科学 是 在 第 二 次 世界 大 战 时 期 形成 的 .当时 ,同盟 国 在 
军事 上 面临 许多 复杂 的 战略 成 术 问 题 ， 仅 靠 某 一 科学 专家 是 难以 
解决 的 ,为 此 , 军 方 召集 了 各 方面 的 科学 家 ， 在 部 队 建 立 专门 的 机 
构 来 研究 这 些 问题 ， 并 取得 了 卓著 成 次 。 早 在 1938 年 英国 空军 就 
有 了 飞机 定位 和 算 制 系统 ， 并 在 沿海 有 几 个 雷达 站 ， 可 以 用 来 发 
现 帮 机。 但 在 一 次 空 防 大 演习 中 发 现 ,由 这 些 雷 达 送 来 的 (常常 是 
相互 矛盾 的 ) 信息 ， 需 要 加 以 协调 处 理 ， 以 改进 作战 效能 。 这 一 
枉 务 的 提出 即 产生 “运筹 学 "一 词 。 英 国 空军 成 立 了 运筹 学 小 组 ， 
主要 从 事 警 报 和 控制 系统 的 研究 。 在 1939 年 和 1940 年 ， 这 个 小 组 
的 性 务 扩 大 到 包含 访 卫 史 斗 机 的 布置 ， 并 对 某 些 未 来 的 成 斗 结 果 
进行 预测 ， 以 供 决策 之 用 。 和 运筹 学 工作 者 在 第 二 次 世界 大 成 中 研 
完 并 解 琪 了 许多 战争 的 课题 ， 例 如 通过 适当 配备 护 效 般 队 减 少 了 
船只 受到 潜艇 攻击 的 损失 ， 通 过 履 进 深水 证 阐 投放 的 深度 ， 使 德 
国 潜艇 的 死亡 率 提 高 ， 以 及 根据 飞机 出 动 架 次 作出 维修 安排 ， 提 
高 了 飞机 的 作战 效率 等 等 。 

在 战争 结 来 时， 估计 英国 、 美 国 和 加 拿 大 等 三 国 的 军队 
中 ， 运 筹 学 工作 者 已 超过 71700 人 。 虐 后 ， 一 些 原 在 军队 的 适 筹 学 
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工作 者 ， 和 在 英国 成 立 了 一 个 民间 组 织 * 运 筹 学 俱乐部 ”， 定 期 讨论 
如 何 将 运筹 学 转 入 民用 工业 ， 并 取得 了 一 些 进展 。 第 一 份 运 等 学 
杂志 和 英国 的 运筹 学 会 分 别 于 1950 年 和 1953 年 出 现 了 .世界 上 第 
一 个 运筹 学 会 “美国 运筹 常会 * 于 1952 年 成 立 。1959 年 成 立 了 国际 
运筹 学 会 联盟 ,到 1986 年 已 有 35 个 会 员 国 和 6 个 兄弟 学 会 会 员 3 
万 余人 ， 大 字数 会 员 国 都 办 有 自己 的 杂志 。 中 国 的 运筹 学 会 “中 
国 数 学 会 运 等 学 会 "于 1980 年 成 立 ， 于 1982 年 加 入 国 际 运 筹 学 
会 联盟 并 创刊 《运筹 学 杂志 》。 和 著名 数学 家 华罗庚 教授 把 "统筹 学 ” 
和 “优选 法 "用 于 企业 生产 和 经 营 管 理 取 得 很 大 经 济 效 益 。 他 的 
《优选 法 } 一 书 ， 标 志 着 我 国运 筹 学 研究 与 应 用 的 成 果 。 

由 于 运筹 学 研究 对 象 极其 广泛 ， 它 有 着 许 多 不 同 的 定义 。 
1976 年 美国 运筹 学 会 定义 “运筹 学 是 研究 用 科学 方法 来 决定 在 资 
漆 不 充分 的 情 帝 下 如 何 最 好 地 设计 入 一 机 系统 ， 并 使 之 最 好 地 
运行 的 一 门 学 科 ,”1978 年 前 联邦 德国 的 科学 鲜 典 上 上 定义 “运筹 学 
是 从 事 决 策 模 型 的 数字 解法 的 一 门 学 科 。" 前 者 着 重 于 处 理 实际 
问题 ， 而 对 科学 方法 则 未 加 说 明 ， 后 者 强调 数字 解法 ， 而 注重 数 
学 方法 。 英 国运 筹 学 杂志 认为 “运筹 学 是 运用 科学 方法 ( 特 员 是 
教学 方法 ) 来 解决 那些 在 工业 、 商 业 、 政 府 部 门 、 国 防 部 门 中 有 
关 人 力 、 机 和 器、 物资、 金钱 等 的 太 型 系统 的 指挥 和 管理 方面 所 出 
现 的 问题 ， 其 日 的 是 帮助 管理 省 科 学 地 决 定 其 策略 和 行 动 "等 
等 。 

运筹 学 主要 研究 经 济 活动 和 军事 活动 中 能 用 数量 来 表达 的 有 
关 策 划 ， 管 理 方面 的 问题 。 当 然 , 随 着 客观 实际 的 发 展 .运筹 学 不 
但 研究 经 济 和 军事 的 活动 ， 而 且 已 深入 到 日 常 先 活 了 、。 运 筹 学 可 
以 根据 问题 的 要 求 ， 通 过 数学 上 的 分 析 、 计算 ， 得 出 各 种 各 样 的 
结果 ， 最 后 提出 综合 性 的 合理 安排 ， 以 迷 到 最 好 的 效果 ， 

随 着 科学 技术 和 生产 的 发 展 ， 运 筹 学 已 活 透 到 很 多 领域 时， 
发 挥 了 巨大 人 作用。 运筹 学 包括 规划 论 、 优 选 法 ,排队 论 , 决策 
沧 、 对 策 论 等 分 支 ， 内 容 非 常 丰 襄 ， 应 用 非常 广 证 。 
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二 、 规 划 论 


规划 论 也 叫 作 数学 规划 论 ， 它 是 研究 计划 管理 工作 中 有 关 的 
安排 和 相 值 问题 的 ， 解 决 的 主要 问题 是 在 给 定 条 件 下 ， 按 某 一 衡 
量 指标 来 寻找 空 非 的 最 优 方案 .在 生产 实 距 中 ,经 常 遇 到 要 对 许多 
事物 进行 安 折 和 调度 的 河 题 ， 比 如 调运 商品 ， 当 然 会 出 现 各 种 不 
同 的 方案 ， 但 是 怎样 从 这 些 可 行 的 方案 中 选择 一 个 最 好 的 方案 ， 
这 就 是 规划 论 的 研究 内 容 。 上 具体 地 说 ， 规 划 论 主要 研究 物资 调 
运 ， 巡 回路 线 〈 如 邮递 员 送 们 路 线 ) 、 装 部 工人 的 调配 、 最 大 通 
过 能 力 、 场 地 选择 、 合 理 下 料 、 宙 器 的 合理 利用 等 线性 规划 问题 
和 非 线 竹 规划 问题 。 

这 些 问题 的 共性 在 数学 上 可 以 概 播 成 为 ， 求 某 一 务 数 在 一 定 
约束 条 件 下 的 最 大 (或 者 最 小 ) 值 回 题 。 约束 条 件 和 目标 西数 都 
是 线性 矢 数 的 规划 问题 ， 电 作 线性 卉 划 问 题 ， 否 则 就 叫做 非 线性 
规划 问题 。 这 里 举例 说 明 线性 规划 。 

有 一 个 工厂 生产 A 和 B 两 种 产品 ， 已 经 知道 每 生产 1 公 打 产 
曲 息 ， 要 用 煤 3 吨 、 电 力 4 千瓦、 劳力 3 个 〔( 按 工 作 五 计算 ) ， 
所 得 的 经 济 价 值 是 7 万 元 ， 而 生产 ! 公斤 产品 B， 要 用 煤 4 吨 、 
泡 力 5 千瓦 ,劳力 10 个 ， 所 得 到 的 经 济 价值 是 12 万 元 。 而 这 个 工 
厂 现 有 移 条 性 是 360 吨 煤 . 电 力 200 千瓦 ,劳力 300 个 ,向 在 这 种 条 
件 下 应 该 安排 年 产 产品 态 、B 各 多 少 公 斤 ， 才 能 得 到 最 大 的 经 济 
效果 ? 根据 这 个 问题 的 要 求 、 工 厂 计划 人 员 可 以 列 出 数学 式 子 ， 
用 数学 语 育 表 了 东 。 比 如 ， 设 这 个 工厂 生产 产品 A、B 分 别 是 和、 
x2 公斤 ， 两 x!1、xs 应 该 满足 下 列 约 东 条件 ， 


9xt 十 ds 36 ， 
4xw1 十 5%2 夺 200， 
3X1 十 - 10x» 300, 
Xl， 
并 且 使 所 创造 的 财 宣 站 (wi，xz) = 二 7%1 十 12xz 的 值 达 到 最 
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灰 。 了 《xi，x2》 也 时 合 目标 函数 。 

从 这 里 可 以 着 此 ,不 论 约束 共性 或 者 目标 消 数 澡 是 号 线性 关 
系 的 。 钙 此， 在 规划 问题 中 ， 凡 最 后 能 归结 成 上 面 形式 的 佑 学 问 
题 ， 就 叫 作 线性 规划 问题 。 要 解决 上 述 类 型 的 问题 ， 从 理论 上 讲 
都 要 解 线 性 方程 组 。 因 此 解 线性 方程 组 的 方法 (比如 合 代 法 ) 以 
及 关于 行列 式 、 和 托 中 的 知识 ， 在 线性 规划 中 都 是 非常 必要 的 数学 
工具 ， 

盟 然 规划 论 的 基本 思想 和 一 些 简单 的 方法 很 早 就 已 产生 ， 但 
规划 论 的 迅速 发 展 是 在 本 世纪 40 年 代 前 后 ,第 二 次 世界 大 虑 时 期 ， 
物资 调运 ,下 料及 生产 组 织 等 生产 实践 需要 和 计算 机 的 发 展 ,天 大 
届 激 了 规划 论 的 发 展 ， 运 筹 学 家 在 理论 上 对 规划 论 进 行 了 一 些 本 
庆 性 的 研究 ， 致 使 能 实际 求 艇 的 线性 规划 的 规模 售 水 人 请 大 。 并 且 
规划 论 及 其 他 数学 分 支 的 联系 也 傅 来 人 钝 多 ， 应 用 也 只 益 广泛 ， 

如 果 规 划 的 日 标 承 数 和 约束 条 件 中 ， 有 一 个 或 多 个 是 变量 的 
非 线性 函数 ， 出 称 为 非 线 性 规划 问题 ， 杉 学 工作 者 对 此 也 展开 了 
研究 。 非 线性 规划 问题 在 实际 中 很 多 ， 数 学 模型 比较 复杂 。 还 有 
一 种 规划 问题 各 时间 有 关 ， 书 做 “动态 规划 ”, 讶 年 来 ， 在 工程 控 
制 、 技 术 物 理 和 和 通 迅 中 的 最 住 控制 问题 中 ， 已 经 成 为 经 常 使 用 的 
重要 工具 。 

规划 论 可 应 用 在 工厂 中 对 机 床 负 春分 配 、 工 业 材 料 的 合理 下 
料 、 物 资 调 运 等 寻求 最 优 方案 。 在 农村 中 还 可 以 对 作物 布局 、 劳 
力 调配 、 麦 场 、 机 并 、 仓 订 设 置 等 问题 提出 科学 的 建议 ， 此 外 ， 
在 水 利 、 建 筑 中 对 合理 调配 土方 ， 实 施 多 、 快 、 好 省 的 施工 组 级 
工作 都 有 一 定 的 作用 ， 其 至 对 于 选择 最 好 的 邮政 投递 上 路线， 合理 
分 配 邮 区 等 问题 ， 弘 性 规划 都 是 一 个 好 的 工具 ， 


三 、 忧 选 法 


优 沈 法 就 是 寻求 最 好 的 方式 来 解 沁 最 优化 问题 。 在 工程 设 
计 . 生产 技术 、 科 学 茂 验 等 许多 方面 ， 人 们 总 想 采 了 到 种 种 措施 以 
取得 最 好 的 缚 果 。 这 类 问题 ， 经 过 数学 的 归纳 和 提炼 就 是 应 用 很 


了 


rAd Pr Pep pnp esp rat pe em nn pr 


广 的 最 优化 问题 。 

”优选 法 不 仅 要 找 出 问题 的 最 优 艇 ， 而 卫 区 提高 求解 的 效率 - 
优选 法 和 名目 繁多 ， 大 的 方 遇 可 以 分 成 单 因素 优选 法 和 多 因素 优选 
法 两 类 ， 单 因素 优选 法 又 包括 对 分 法 、0.618 法 、 分 数 法 等 ; 多 
因素 优选 法 又 包括 想 卫 法 、 调 优 法 等 等 。 

对 分 法 就 是 每 次 取 因 素 所 在 范围 的 中 点 处 做 试验 ， 每 次 可 以 
去 掉 一 半 的 范围 ， 这 是 比较 简单 的 方法 ， 对 于 试验 和 节省 贵重 原 
- 料 很 有 成 效 ， 还 可 以 帮助 求 一 些 代 数 方 程 的 根 。 举 例 米 说 ， 荣 生 
产 队 使 用 80% 获知 胃 防 治 株 花 红 锅 蝶 , 汶 了 确定 棉花 红 师 蝶 死 亡 
率 达 90 甸 以 上 的 药 液 稀释 倍数 ， 他 们 这 样 米 进行 试验 ; 试验 波 
围 取 3000 一 4000 倍 ， 试 验 的 时 接 ， 第 一 点 稀 构 倍数 取 试 验 范 围 的 


中 点 (3000 十 4000) 一 3500( 供 ), 试验 结 果 ， 神 花红 蜂 蛛 死亡 率 


是 86.9% ,因为 死亡 率 达 不 到 要 求 , 药 液 嫌 稀 ， 去 掉 3500 代 以 上 部 
分 ， 在 3000 一 3500 范 围 内 悉 续 取 中 点 进行 第 二 次 试验 ， 第 二 点 的 


稀释 倍数 是 二 (3000 十 3500) 一 3250 《 属 )， 试 验 结果 ， 棉 花红 岗 


蛛 死 亡 率 是 90%， 达到 了 要 求 ,因此 选用 3000 一 3250 倍 稀释 药流 ， 
棉花 红 几 蜂 的 死亡 率 可 达 90 轰 以上， 这 个 方法 就 是 对 分 法 。 

0.618 法 是 取 试 验 点 为 所 在 试验 范围 的 0.618 比 例 处 做 第 一 次 
试验 的 方法 。 举 例 来 许 ， 某 工厂 酸 先 钢材， 假定 根据 久 往 的 经 验 
悄 计 或 者 从 理论 上 计算 出 酸 流 的 稀释 信 头 是 1000 供 到 2000 倍 之 
河 . 1000~~2000( 信 ) 之 间 。 按 照 0.618 的 选 点 办 法 。 首 先 在 试验 
范围 的 0.618 处 做 第 一 次 试验 ， 第 一 点 的 稀 酸 倍数 下 由 下 式 得 出 : 

第 -点 一 小 十 (大 一 小 )X0.618， 
这 样 ， 第 一 点 的 稀 壬 全数 就 是 ， 
1000 十 (2000 一 1000)x0.818 二 1618( 倍 )。- 

然后 ,再 在 这 一 点 关于 试验 抑 围 的 中 点 的 对 称 点 处 做 第 二 次 试验 ， 
这 一 点 的 如 入 量 可 由 下 式 待 出 ; 
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第 二 点 = 大 十 小 一 中 ， wh 
也 谨 是 “加 两 涉 窒 中间”， 第 二 点 的 稀释 倍数 是 ， 
2000 十 1000 一 1618 二 1382( 供 )。 
做 了 两 次 试验 以 后 ， 就 可 以 进行 比较 。 如果 沉 一 点 比 第 二 点 好 ， 
就 保留 第 一 点 ， 去 掉 第 二 点 以 外 的 部 分 ， 试 验 范 围 变 成 1382~- 
2000， 如 果 第 二 点 比 第 一 点 好 ， 就 去 掉 第 一 点 以 外 部 分 ， 试 验 范 
惫 变 成 1000 一 1618。 经 过 这 样 的 处 理 以 后 ,再 来 做 第 三 次 试验 。 假 
定 前 面试 验 的 铺 果 是 第 二 点 比 第 一 点 好 ,那么 就 在 留 王 的 试验 范 
围 1000 僵 1618 将 找 出 中 间 一 点 (第 二 点 ) 的 对 称 点 ， 做 第 三 次 试 
验 ， 按 照 前 面 的 式 子 ， 第 三 点 的 稀释 倍数 是 ， 
1618 十 1000 一 1382 一 1286【 倍 ) 
再 比较 两 次 诫 验 的 结果 ， 如 果 第 三 次 比 第 二 次 好 。 保 留 第 三 点 ， 
去 掉 第 二 点 以 外 的 部 分 ， 就 是 去 掉 1382 一 1618 这 一 部 分 ， 试 验 范 
国 变 成 1000 一 1382。 然 后 继续 进行 第 四 次 、 第 五 次 试验 。 直 
到 找到 最 好 的 鳍 果 ， 
分 数 法 是 在 试验 点 只 能 取 整 数 ， 或 者 受 条 件 限 制 ， 只 允许 做 
一 定 次 数 的 试验 的 时 翁 第 用 的 方法 。 因 为 分 数 法 要 用 到 墓 波 块 问 
数列 ， 所 以 分 数 法 也 叫做 斐 波 那 括 法。 所 谓 斐 波 那 契 数列 是 这 洋 
一 种 数列 ， 从 数列 第 三 项 起 ， 每 一 项 都 是 它 前 面 两 项 的 和 ， 这 个 
数列 的 前 10 项 是 ; 


站 1 Fs Fs Fy Fs Fe Fr Fs Fy Filo 
1! 2 3 5 8 13 2l 34 55 Bg 


从 这 个 数列 可 以 有 下 列 递 推 甘 系 : 
FI 二 1, 2 二 2， 
天 一 下 1 十 下 3) 


由 数列 相依 两 项 的 比 - 关 - 《二 1，2，….…) 又 构成 一 系列 
分 数 : 
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+ 数 法 的 试验 过 程 和 0.618 法 一 样 ， 只 是 第 一 个 试验 点 用 斐 忠 球 


契 数 列 构成 的 一 六 -分数 数列 的 某 一 个 分 数 来 代 赫 0.618。 至 


于 选择 哪 一 个 分 数 ， 取 决 于 规定 的 试验 次 数 和 试验 范围 。 

的 山 法 是 从 盲人 和 爬山 的 方法 归纳 得 出 的 .盲人 想 要 息 上 山顶 ， 
就 用 手术 前 、 后 、 堪 . 右 地 试 ， 那 儿 高 就 往 那 儿 走 ， 不 高 就 退回 
来 换 一 个 方向 再 走 ， 这 样 一 步 一 步 向 高 处 走 。 这 样 朴 素 的 选 优 是 
想 ， 引 前 在 大 生产 中 安排 试验 的 时 候 ， 应 用 很 多 。 

油 优 法 是 从 一 些 选 定 的 构成 一 定 规则 形状 的 基本 试验 点 开 
始 ， 然 后 根据 试验 结果 ， 用 对 称道 理 决 定 新 试验 点 ， 一 步 一 步调 
向 更 优 的 地 方 . 

优选 法 应 用 很 广 ， 首 先 被 应 用 于 化 工 与 电子 行业 中 工艺 参数 
的 优选 、 仪 器 设 备 的 调试 控制 等 方面 ， 然 后 逐步 在 石油 、 疹 金 ， 
煤炭 、 建 材 、 纺 织 、 粮 食 加 工 ， 机 械 、 医 疗 卫 生 等 领域 得 到 了 开 
发 和 应 用 。70 年 代 以 后 ， 优 选 与 电子 计算 机 相 结 合 ,在 优化 设计 、 
新 产品 试制 、 模 型 参数 的 识别 、 经 济 决策 、 经 济 发 展 规 划 优 选 等 
方面 取得 了 很 好 的 效果 和 经验 。 


四 、 排 队 论 


排队 论 是 运 锋 学 的 又 一 个 分 支 ， 也 叫 作 逢 机 服务 系统 理论 ， 
它 是 研究 各 种 排队 现象 ， 研 究 如 何 改 进 服 务 机 构 或 组 织 被 服务 的 
对 象 使 得 茶 种 指标 达到 最 优 的 问题 。 

排队 论 最 初 是 在 20 拱 纪 初 由 天 麦 工程 师 埃 尔 朗 关 于 电话 交换 
机 的 效率 研究 开始 的 。 只 是 在 第 二 次 迄 界 太 战 中 为 了 对 飞机 场 跑 
章 的 容纳 量 进行 估计 ， 它 才 被 纳入 运筹 学 的 范 贱 。 

在 日 常生 活 和 工作 中 ， 经 常 出 现 排队 现象 ， 不仅 人 要 排队 ， 
东西 也 要 排队 ， 有 排 耻 就 必须 等 符 。 比 如 ， 色 头 的 船只 等 套装 
伸 ， 停 车 场 的 出 租 汽 车 等 待 租 丧 的 旅客 ， 打 电话 磁 到 占线 ， 飞 机 
抵达 机 场 后 遇 到 跑道 还 在 占用 等 等 。 我 们 把 打 电 话 的 人 、 到 达 的 
发 机 等 统一 吗 作 顾客 ， 电 话 线路 ， 飞 机 路 道 等 统一 叫 作 服务 机 构 
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《或 随机 服务 系统 ). 这样 ,排队 联 务 就 可 以 分 做 三 个 步骤 ， 第 一 ， 
晤 客 的 到 达 ， 第 二 ， 排 队 规 则 ， 第 三 ， 得 到 服务 机 徇 的 安排 . 人 
是 ， 题 客 到 来 的 时 候 和 进行 服务 的 时 间 者 随 不 同 的 时 视 和 条 件 而 
变化 ， 因 此 ， 服 务 系 统 的 状况 也 是 随机 的 ， 也 就 是 随 各 种 时 机 和 和 
条 件 而 波动 。 这 里 有 一 个 问题 是 ， 怎 样 协 调 服务 机 构 " 和 服务 对 
象 "之 向 的 矛盾。 比如 多 增加 一 些 出 租 汽车 ,旅客 就 方便 了 ， 但 是 
服务 机 构成 本 增加 了 ， 相反 地 ， 减 少 出租 汽 于， 服务 栅 槐 成 本 下 
寿 , 但 是 旅客 非 队 的 时 间 就 延长 了 。 又 如 要 使 打 电 话 方便 ,就 每 线 
路 密 ， 线 路 多 使 用 率 就 低 ， 又 会 造成 不 必要 的 浪费 。 怎 样 使 服务 
质量 和 设备 利用 雍 这 一 对 矛盾 处 理 好 ， 怎 样 细致 地 、 定 量 地 研究 
这 个 也 盾 癌 题 ， 也 就 是 研究 队 的 长 度 、 等 待 时 间 等 等 的 平均 数 和 
分 布 情 况 ,使 服务 系统 安排 最 合理 , 这 就 是 排队 论 研究 的 问题 ， 
举例 来 说 ， 有 一 个 百货 公司 的 存 货 仓库 ， 每 天 都 有 几 十 个 、 
儿 百 个 分 公司 《商店 ) 的 提货 员 要 到 仓库 取 货 ， 提 货 员 到 达 仓 库 
的 时 间 不 同 ， 要 提取 的 货物 品种 也 不 同 ， 这 样 就 形成 一 个 排队 问 
题 ， 需 要 仓库 的 管理 人 员 解 决 。 仓 库 作 为 服务 系统 ， 应 该 研究 所 
样 合理 安排 各 个 分 公司 的 提货 ， 使 提货 员 到 达 仓 库 后 ， 减 少 排 队 
等 竺 时 向， 迅速 把 货 取 走 ， 满 足 市 场 需要 。 这 里 面 就 存在 这 样 一 
些 间 题 需要 研究 首先， 提货 员 的 到 达 不 一 定形 成 随机 过 程 ， 比 
如 ， 提 货 外 按 预 约 时 间 到 达 人 仓库， 按照 事先 安排 的 预约 ， 每 个 提 
货 员 到 仓库 的 时 间 相 距 同 样 的 时 间 疗 隔 。 但是， 实际 上 他 们 到 达 
的 时 间 不 一 定 是 准确 的 等 向 需 的 ， 因 为 提货 员 路 上 可 能 会 遇 到 各 
和 神 各 样 的 偶然 因素 ， 所 以 到 达 的 时 间 也 是 随机 欧 。 当然 ， 这 种 随 
机 又 要 比 随机 过 程 可 能 有 更 均匀 的 问 蚌 。 其 次 ， 排 队 规 则 “ 先 来 
先 服务 "有 时候 不 一 定 适 用 ， 冰 如 ， 某 些 提货 员 所 要 提 的 货 物 是 
市 场 上 特急 的 商品 ， 仓 库 按 规 定 可 以 优先 照 闫 提取 。 这 样 就 可 能 
排 宰 非 优 先 的 提货 员 前 面 。 再 其 次 ， 可 以 用 个 发 货 员 ， 如 果 这 
梓 ， 提 货 员 可 以 在 每 一 个 发 货 员 前 面 形 成 单独 的 排队 ， 于 是 ， 怎 
样 分 配 新 来 到 的 提货 员 参 加 排队 就 有 各 种 各 样 可 能 的 规则 可 殿 考 
嘎 . 另外 ， 提 货 员 到 达 的 频率 和 付 货 速度 随 着 排队 长 诬 而 变化 的 
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情况 也 可 能 发 让， 比如， 当 排 队 天 长 的 时 候 ， 新 到 的 提货 员 可 能 ， 
等 不 了 而 高 去 ， 这 样 ， 在 对 同样 的 提货 员 提 供 一 连 味 的 服务 《也 
就 是 付 货 过 程 ) 的 时 蛋 ， 就 形成 复合 的 排队 系统 。 

排队 现象 是 一 个 随机 现象 ， 在 研究 排队 现象 的 时 狂 ， 主 要 是 
采用 研究 随机 现象 规律 的 概率 论 作为 本 学 科 的 主要 工具 。 此 外 ， 
还 要 用 到 微 积 分 和 微分 方程 。 * 

排队 论 把 它 所 要 研究 的 问题 形象 地 描述 成 左 客 (比如 电话 用 
户 、 发 生 故 障 的 机 床 等 等 ) 来 到 服务 台 前 《比如 电话 线路 维修 工 
人 等 等 ) 要 求 接待 。 如 果 “服务 台 "已 被 其 他 顾客 占用 ， 那 么 就 得 
排队 等 等 ， 另 一 方面 , “服务 合 "也 时 而 空 用 ， 时 向 忙碌 。 排 队 论 
这 门 尝 科 就 是 通过 数学 方法 求 顾客 等 待 时 间 、 排 队长 度 等 的 概率 
分 布 。 

排队 论 还 可 以 应 用 在 水 摩 用 水 量 的 调 庆 ， 存 竺 问题 、 生 产 流 
水 线 的 安排 、 铁 路 分 车 场 的 调 论 、 电 力 网 的 设计 等 ， 也 都 可 以 运 
用 排队 论 的 芋 本 理论 米 进行 计算 ， 从 而 获得 最 合理 的 解决 办 法 。 

. 目前 ， 排 队 论 的 发 展 着 重 于 随机 服务 系统 最 优化 问题 的 研 
究 ， 也 就 是 研究 怎样 改进 系统 的 设计 和 控制 ， 以 提高 系统 和 的 效 
率 ， 避 得 最 大 的 收益 .。 


五 、 对 策 论 


对 策 论 又 吗 博 奕 论 ， 它 是 从 策略 的 观点 出 发 ， 研 究 竞赛 性 、 
斗争 性 活动 怎样 歌 胜 的 一 门 分 支 学 科 ， 即 它 研 究 有 利害 冲突 的 双 
方 在 竞争 性 的 活动 中 是 否 存在 自己 致胜 对 方 的 最 优 策 赂 ， 以 及 怎 
样 找 出 这 些 策略 。 

在 竞赛 或 斗争 中 ， 胜 负 常 常 到 决 于 双方 策略 的 选择 。 比 如 ， 
在 我 国 历史 上， 齐 王 风 田 忌 赛 马 的 故事 ， 就 是 运用 对 策 沦 的 典 吾 
事例 。 有 一 天 ， 齐 王 要 田 尽 和 他 赛马 ， 规 定 各 人 从 自 忆 的 上 等 
马 、 中 等 马 ， 下 等 马 中 各 选 一 号 来 赛 ， 并 且说 好 每 输 一 号 马 就 要 
付出 千金 ， 每 胜 一 匹 马 就 可 以 获得 千金 。 当 时 同等 级 的 马 ， 齐 王 
的 马 要 比 田 尽 的 马 强 ， 田 尽 要 输 三 千金 好 像 已 成 定局 了 。 但 是 田 
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忌 的 谋士 孙 和 及 出 了 一 个 主意 ， 岂 田 忌 用 下 等 马 对 齐 王 的 上 等 蕊 ， 
中 等 马 对 齐 王 的 予 等 马 ， 上 等 马 对 齐 王 的 中 等 马 。 比 赛 结果 ， 田 
尽 的 了 等 马 输 了 ， 而 中 等 马 和 上 等 马 都 胜 了 ， 田 忌 反 而 赢得 了 千 
金 。 由 阳 可 见 ， 在 各 类 对 策 现 竹中 ， 参 与 者 应 该 霸 幸 次 和 党 的 问题 
是 大 可 研究 的 。 对 策 论 最 主要 的 就 是 证 明 在 某 些 竞赛 活动 中 这 种 
最 好 的 策 酷 是 存在 的 。 

最 初 用 数学 方法 研究 “对 策 现 象 ?是 在 国际 锭 棋 中 开始 的 ， 后 
来 发 展 到 军事 方 而 。 

中 于 对 策 论 和 研究 双方 冲突 、 到 上 胜 对 策 的 问题 ， 所 以 这 门 学 科 
在 军事 方面 右 着 最 重要 的 应 用 。 比 如 ， 在 战斗 中 ， 甲 方 用 一 定数 . 
量 的 兵力 向 乙方 进攻 ， 为 了 使 进攻 获得 最 大 战果 ， 就 要 考虑 集中 
一 路 或 分 几 路 进攻 ， 己方 呢 ， 也 要 依据 甲 方 可 能 进攻 的 路 线 部 署 
自己 玖 其 力 。 也 就 是 说 甲乙 双方 都 要 寻求 目 己 的 最 好 的 斗争 方 
法 ， 在 数学 术语 上 叫 作 寻 求 最 优 策 娩 。 例 如 ， 在 第 二 次 世界 大 跌 
中 ， 同 盟国 的 空军 和 海军 就 曾经 运用 对 策 论 解 决 了 对 轴 心 国 的 潜 
艇 活动 、 舰 队 运 输 和 兵力 部 署 调 配 的 侦察 问题 ， 取 得 了 对 敌 斗 争 
的 胜利 。 

对 策 论 是 在 实际 需要 而 产生 和 发 展 赵 来 的 。 如 上 所 述 ， 在 作 
焉 中 ， 飞 机 霸 栓 侦察 洲 水 艇 的 活动 ， 兵 力 人 怎样 部 署 ， 物 资 怎 样 调 
运 ， 在 生产 中 ， 设 备 和 技术 力量 霸 杆 安排 调配 :商品 和 市 场 需要 
怎样 协调 ， 在 体育 如 赛 中 ， 怎 样 根据 对 手 情况 安排 分 组 和 采取 致 
赃 的 方法 等 等 ， 这 些 都 是 对 策 论 所 研究 的 内 雁 。 

对 策 论 一 般 具 有 这 样 几 个 最 基本 的 要 素 ， 世 是 对 策 论 的 重要 
概念 ， 那 就 是 * 局 中 人 ”“ 入 酷 ? 集 , “赢得 函数 *。 构 成 对 策 必 然 
最 少 有 了 两 个 相互 斗争 或 者 强 赛 两 个 方面 。 世 许 是 一 个 人 《或 一 个 
集团 ) 跟 另 外 一 个 人 《〔《 或 一 个 集团 ) 斗争 《 况 赛 ); 或 者 是 一 个 
人 为 一 方 、 跟 另 外 车 干 个 人 为 一 方 的 斗争 《竞赛 )$ 或 者 是 一 个 
人 《或 寿 干 个 人 ) 为 一 方 ， 跟 自然 界 为 一 方 的 斗争 f 等 每。 任何 
一 方面 ， 都 叫做 “局 中 人 人?”。 在 斗争 或 者 竞赛 中 , “局 中 人 ?采取 的 
各 种 办 法 ， 就 只 做 "策略 ?， 一 般 来 说 ， 每 一 “局 中 人 ”都 可 能 具有 
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两 个 包工 的 "策略 "， 所 以 也 叫 " 策 略 " 集 。 应 该 指出 ,“ 策 略 "这 个 
概念 是 数学 上 的 术语 ， 它 和 政治 上 的 方针 ， 政 策 等 概念 毫 不 相 
于， 不要 混为一谈 。 对 策 的 结果 ， 总 是 有 胜 负 之 分 的 ， 每 个 “局 
中 大 “总 是 在 对 策 结 束 后 玛 得 一 定数 地 的 “赢得 ",“ 赢 得 ”实际 上 
是 全 体 局 势 集合 上 的 范 数 ， 它 的 值 可 正 可 负 。 每 一 个 "局 中 人 “都 
有 记忆 的 “赢得 函数 *。 比 如 ， 比 赛 针 果 ， 胜 的 一 方 的 “赢得 "是 1， 
那么 象 的 一 方 相应 邮 环 得 到 一 ! 的 “赢得 ”， 

对 策 论 中 现在 有 很 多 种 对 锯 类 型 ， 这 里 只 简单 地 介绍 “二 .人 
有 限 等 和 对 策 ”。 在 对 策 论 的 各 种 类 狸 对 策 中 ， 这 是 一 种 最 简 单 
的 也 是 最 典型 的 对 策 。 在 这 种 对 策 中 有 两 个 局 中 人 人 ， 这 两 个 局 中 
大 的 利益 是 完全 相反 的 ， 双 方 所 处 的 地 位 真正 是 对 抗 的 ， 两 个 局 
中 人 的 策略 集 很 小 ， 只 有 有 限 的 个 数 ， 两 个 局 中 人 赢得 函数 的 和 
恒 等 于 零 。 因 此 ， 这 种 对 第 叫 作 “ 二 人 人 有限 零 和 对 策 ”， . 

目前 ， 尘 策 论 发 展 的 趋势 已 和 人 工 模拟 结合 起 来 ， 据 报导 ， 
国外 已 研究 了 一 种 下 棋 机 ， 就 是 拒 国 际 繁 棋 大 师 们 积累 起 来 的 各 
种 策略 都 妨 成 程序 ， 送 入 电子 计算 机 。 对 方 走 一 步 ， 电 子 计算 机 
就 选择 事先 编 好 的 最 好 的 一 步 。 电 子 计 算 机 的 走 法 是 根据 对 策 论 
理论 进行 了 复杂 的 计算 后 决定 的 ， 所 以 下 棋 机 的 走 法 都 是 经 过 优 
选 的 走 法 ， 据 说 已 达到 国际 象棋 大 师 级 的 水 平 。 

对 策 论 现 在 已 经 深入 到 经 济 、 文 体 、 教 育 等 许多 领域, 比 
如 ,工厂 的 管理 问题 ， 球 队 的 比赛 问题 都 应 用 了 对 策 论 的 理论 。 
这 说 明 对 策 论 的 让 用 是 十 分 广泛 的 。 


六 、 决 策 论 


决策 的 任务 是 为 决策 者 提供 优化 的 或 满意 的 决策 及 其 可 能 结 一 
果 的 分 析 ， 供 作 决 策 时 参考 ， 

决策 问题 自古 有 之 ,但 是 随 荐 社会 的 进步 ， 决 策 问题 越 来 越 
复杂 ， 例 如 ， 考 察 在 一 条 河流 的 上 游 是 否 要 建造 一 个 大 型 水 电 项 
日 的 决策 问题 ， 除 考虑 与 工程 直接 有 关 的 发 电 ， 港 流 等 因素 外 ， 
还 应 研究 工程 对 环境 生态、 航运 、 水 产 等 的 影响 ， 以 及 刻 考 窒 
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工程 对 本 地 区 及 全 国人 口 、 经 济 乃 至 防务 等 的 影响 。 只 有 在 对 这 
些 重要 的 罗素 进行 定性 或 定量 的 综合 评定 的 基础 上 ， 才 能 做 出 好 
的 决策 。 

次 策 问 题 的 显著 特点 是 . 多 目标 性 决策 影响 的 长 期 性 ,后 
果 的 不 确定 性 :次 策 的 序 贯 性 ， 孔 及 可 人 殿 选 用 的 决策 的 多 样 性 。 
而 在 许多 的 决策 问题 中 ， 决 策 往往 都 是 一 次 性 的 . 

决策 分 析 的 步 又， 大 体 可 分 为 ， 明 确 所 要 解 类 的 决策 问题 ， 
收集 信息 ， 确 定 目 标 ， 提 出 可 供 选 择 的 方案 ， 定 性 或 定量 地 比较 
不 加 方案 实施 结果 的 利 商 ， 决 策 者 从 中 选择 一 个 最 优 方案 并 付 请 
实施 《做 决策 )， 对 有 的 决策 问题 还 要 根据 实施 后 反馈 的 信 总 适 
当 调 整 记 作 的 决策 。 对 于 复杂 的 决策 问题 ， 进 行 夹 策 分 析 时 往往 
把 一 个 问题 分 解 成 许多 相互 有 机 联系 的 小 问题 ， 分 别 进 行 分 析 ， 
然 厂 综合 得 出 结论 。 一 个 好 的 决策 分 析 ， 通 常 要 经 过 多 次 的 反复 
才能 完成 。 

决策 问题 主要 有 4 个 类 型 ， 

(1) 确定 型 决策 问题 ， 奶 果 每 种 方案 只 有 一 种 确定 的 结果 . 
则 可 选择 最 佳 后 果 的 方案 作为 决策 方案 。 

(2) 风险 型 决策 问题 ， 领 导 人 在 制定 方案 时 ， 常 会 下 到 许多 
人 的 主观 愿望 和 能 力 无 法 控制 移 环 境 状况， 如 市 场 需求 ， 原 材料 
供应 ， 政 策 税 收 等 。 这 种 环境 状态 的 变化 将 直接 影响 到 方案 执行 
的 结果 。 因 而 领导 人 在 进行 决策 时 ， 要 由 一 定 的 风险 。 间 是 ， 通 
过 调查 研究 和 历史 资料 统计 的 分 析 ， 能 够 确定 未 来 各 种 环境 状况 
出 现 的 可 能 性 一 一 概率 的 ， 称 风险 型 决策 ， 所 用 数学 方法 是 最 大 
期 万 值 法 。 

《3 非 确定 型 决策 问题 ， 对 未 来 会 碰 到 什么 情况 训 无 把 握 ， 
例如 新 产品 将 来 会 碰 到 什么 市 场 状 态 心中 无 数 ， 或 者 无 先例 可 入 
的 非常 规 的 、 一 次 性 决策 。 但 其 出 现 的 梳 率 无 法 加 以 预 涡 ， 则 这 
种 决策 问题 叫 作 非 确 定型 决策 。 数 学 上 采用 乐观 法 (大 中 最 大 
法 )， 即 选 最 大 效益 方案 作为 决策 方案 。 慕 观 法 (小 中 有 到 大 法 )， 
即 从 各 种 最 坏 情 癌 中 选择 结局 最 好 的 方法 。 最 小 最 大 后 悔 值 法 是 
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尽 可 能 减少 后 悔 的 方法 。 它 的 意 慎 是 ， 有 了 时 哪个 方案 最 优 只 能 企 
将 来 知道 ， 而 决策 过 召 又 不 能 等 待 。 如 果 决 策 人 发 现 自己 采取 的 
不 是 最 优 方 案 ， 就 会 感到 后 人 恤 。 这 个 方法 的 源 则 是 先 找 出 各 个 方 
案 的 最 大 后 悔 值 ， 然 后 选择 最 大 后 侮 人 为 最 小 的 方案 作为 最 优 方 
案 。 

(4) 多 级 供 策 ， 有 些 凑 策 问题 包括 两 项 或 两 项 以 上 的 决策 ， 
叫 作 多 级 决策 问题 。 数 学 上 用 求 最 大 期 望 值 法 。 

决策 分 析 作 为 一 个 专门 名 词 ， 在 20 世 纪 60 年 代 才 出现 于 文献 
中 。 它 首先 在 公司 或 政府 机 构 的 决策 中 获得 了 应 用 ， 如 对 海底 不 
油 开采 的 决策 、 政 府 为 预防 犯罪 问题 的 决策 、 保 健 计 划 的 决策 
等 。 目 前 的 研究 集中 在 多 上 且 标 决策 、 多 个 决策 者 的 情形 、 恨 好 随 
时 间 而 改变 的 情形 。 为 更 好 地 实施 决策 分 析 ， 相 应 软件 的 开发 也 
日 益 受 到 重视 。 


七 、 库 存 论 . 


亩 存 论 是 研究 所 需 物 资 的 生产 时 间 、 送 输 、 需 要 量 ( 浓 耗 
量 ) 的 概率 分 布 、 维 修 、 变 质 等 等 问题 ， 以 制定 某 些 库 宇 策略 使 
得 某 种 指标 达到 最 优 。 是 研究 物资 储备 的 控制 策略 的 理论 。 在 工 
业 、 农 业 、 商 业 、 军 事 以 及 其 他 的 各 行 各 业 中 ， 要 想 不 断 维持 正 
常 的 生产 和 工作 ， 就 必须 情 备 一 定数 量 的 所 需 物 资 。 依 备 过 多 ， 
会 引起 积压 ， 或 因 存 放 过 久 产 生变 质 而 造成 浪费 ， 占 用 仓库 和 需 
要 保持 一 定 人 数 的 维护 人 员 也 会 带 来 经 济 上 的 损失 。 但 是 ， 情 量 
过 少 ， 叉 会 供不应求 ， 在 工厂 则 引起 停工 待 料 ， 在 商店 则 引起 显 
客 转 移 他 处 ， 在 农业 上 和 农事 上 都 会 因 炎 去 时 机 而 造成 重大 的 影 
瑚 。 如 何 控 制 物资 的 库存 数量 ， 即 何 时 补充 库存 ， 应 该 补充 客 
少 ， 是 库存 论 的 基本 课题 。 

就 仓库 的 管理 体系 的 规模 与 复杂 程度 来 说 ， 单 级 管理 与 多 级 
管理 在 处 理 方法 上 大 不 相同 。 就 补充 物资 的 方式 来 说 ， 是 随 要 随 
有 ， 还 是 通过 订货 后 一 定时 期 必然 到 货 ， 或 不 一 定 到 货 ， 这 些 都 
会 对 处 理 方 法 产生 重要 的 影响 。 就 存储 费用 方面 来 说 ， 物 资 在 仓 
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库 中 可 能 发 年 自然 的 或 人 为 的 损耗 ， 可 能 出 现 失 春 以 及 保险 费 、 
纳税 、 程 金 、 正 常 的 维护 和 管理 费 等 等 西 素 ， 都 会 引起 策略 上 的 
差异 。 在 需要 方面 ， 也 会 出现 许多 不 同 的 情况 。 库 存 问题 可 以 分 
为 许多 不 同 的 类 型 ， 其 中 有 些 较 易 处 王 ， 有些 较 难 . 

在 库 季 管理 体系 中 ， 常 用 的 信息 处 理 方 式 有 两 种 ;一 为 成 交 
汇报 制 ， 一 为 定期 窒 查 制 。 所 谓 成 交汇 报 制 ， 是 指 所 有 有 关 的 事 
务 请 如 友 客 的 需求 ， 定 货 、 托 送 、 货 物 的 到 达 、 接 收 、 入 库 等 等 
发 生 时 ， 苹 印记 录 在 案 ， 并 将 信息 送 变 有 关 主 管 人 员 。 所 谓 定 期 
检查 制 ， 是 指 按 一 定时 期 通常 是 等 长 )， 将 上 述 有 关 数 字 检 查 
一 次 。 近 年 米 ， 由 于 计算 机 的 营 通 使 用 ， 成 交汇 报 制 用 得 较 多 ， 
以 前 则 常用 定期 检查 制 ， 因 为 它 所 需要 的 费用 较 低 。 

最 时 的 专著 是 IT.M. 惠 廷 《T.M.Whitin， 甘 国人 7 的 著作 .。 
其 后 ， 系 统 性 的 著作 相继 出 现 。 从 ?0 世纪 50 年 代 开 始 ， 就 不 断 有 
和 致力 于 库存 论 中 的 一 些 理 论 问 题 的 研究 。 


八 、 搜 索 论 


搜索 论 是 研究 关于 在 资源 和 探测 手段 受到 限制 的 情况 下 ， 邵 
何 设 计 导 揽 荣 种 特定 昌 标 的 方案 ， 并 如 和 柯 加 以 实施 的 理论 和 方 
法 ， 日 的 是 希望 以 最 大 的 可 能 或 (和 } 最 短 的 时 间 找 到 该 目标 。 
它 是 筹 学 初期 的 重要 研究 对 象 之 一 。 

第 二 次 进 界 大 战 期 间 盟 军 为 了 克服 屋 方 法 艇 对 海上 交通 的 严 
重 或 了 苏 ， 提 出 了 搜索 大 西洋 中 袭击 盟 军 商船 的 德国 潜艇 的 研究 任 
务 。 当 时 建立 了 反潜 战 运筹 小 组 从 事 搜 索 水 下 潜艇 的 数学 分 析 ， 
.这 标志 车 搜 索 论 研究 的 开始 。 其 成 果 发 表 在 1951 年 由 莫 尔 斯 
(Harold Marston Morse,1892~…1977, 美 国 数学 家 ) 得 金 布尔 
合 著 的 《运筹 学 方法 $》 一 书 中 ，1953 一 1957 年 诺 普 部 在 美国 《运筹 
学 》 杂 志 上 发 表 “ 搜 索 论 "一 文 ,对 之 作 了 系统 的 理论 隶 述 。 至 今 ,二 
索 论 的 发 展 已 超出 了 传统 的 军事 领域 、 在 地 下 或 海域 的 资源 其 
探 、 海 上 捕 鱼 、 边 防 近 浸 ， 搜 独 逃 犯 、 容 索 书籍 ， 守 栈 故障 等 非 
军事 领域 中 也 得 到 了 应 用 。 


了 2 
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搜索 过 程 的 目的 ， 首 先是 在 用 于 搜索 的 资源 和 手段 已 经 给 定 
之 下 查 明 特 定 目 标 有 多 大 可 能 存在 于 某 个 区 域 肉 ， 并 以 最 大 的 可 
能 或 最 短 的 时 间 找 到 它 ， 通 常用 发 现 目标 的 概率 、 期 望 个 数 、 其 
望 面积 、 体 积 或 期 望 搜索 时 间 来 描述 ;， 其 次 在 于 测量 目标 的 状态 
参数 ， 如 速度 、 位 置 等 ， 用 适当 的 测量 准确 度 来 描述 。 搜 索 论 主 
要 研 完 前 者 。 

搜索 要 素 : 

(1) 目标 特 竹 ， 包 插 自 标的 儿 柯 形状 、 大 小 、 个 数 、 被 发 现 
的 特征 以 及 位 置 或 运动 的 变化 规律 等 。 在 搜索 论 中 ， 通 常 把 目标 
的 存在 看 作 离 散 空间 或 连续 空间 中 的 点 《有些 特定 目标 则 和 需要 用 
有 限 区 域 来 描述 )。 它 对 搜索 者 而 言 ， 是 不 能 预知 的 。 如 果 生 标 
是 静止 的 ， 一 般 用 均匀 的 、 正 态 的 或 其 他 会 适 的 概 它 分 布 图 数 
【篇 称 分 布 ) 来 描述 ， 如 果 目 标 是 运动 的 ， 则 当 目 标 运 动 与 搜索 
者 行动 无 关 时 ， 可 用 马尔 可 夫 过 程 、 维 纳 过 程 来 描述 ， 当 目标 运 
动 依赖 于 搜索 者 的 行动 策略 时 称 为 对 括 搜索 ， 可 用 对 策 论 来 描 
述 。 

(2 ) 探测 特性 。 搜 索 者 使 用 各 种 探 源 手段 发 现 自 标的 概率 ， 
通常 表示 为 茶 种 概率 函数 。 

(3 ) 搜索 力 分 配方 式 ， 包 括 探测 手段 数量 和 所 耗费 的 搜索 时 
间 在 空间 上 的 分 配 ， 罗 成 了 具体 的 搜索 策略 ， 可 以 搜索 者 的 运动 
轨迹 或 搜索 区 间 序 列 ， 搜 索 时 间 序 列 ， 搜 索 力 密谋 等 表示 ， 

搜索 论 的 主要 内 容 可 分 为 两 类 :一 类 是 找 述 性 问题 ， 即 根据 
已 知 的 目标 【静止 和 运动 的 ) 位 置 分 析 、 发 现 概率 函数 和 特定 的 
搜索 策略 (搜索 力 分 配 计划 ) 构成 搜索 模型 ， 计 算 发 现 目标 的 效 
果 : 一 类 是 最 优化 问题 ， 即 根据 已 知 的 目标 《 静 站 或 运动 的 》 位 
置 分 布 或 行动 策略 ， 发 现 概率 函数 ， 对 于 给 定 的 总 搜索 力 ， 求 解 
搜索 效果 达到 最 大 的 搜索 策略 ， 或 者 对 于 给 定 的 搜索 效果 求 静 代 
价 最 小 的 搜索 策略 。 

搜索 论 在 实际 应 用 中 已 到 得 不 少 成 效 ， 例 如 在 20 世 纪 60 年 代 
奖 国 寻找 在 大 西江 失足 的 被 潜艇 打 谷 者 号 和 蝎子 号 ， 以 及 在 地 中 
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海 丢失 的 氢弹 ， 都 是 依据 搜索 论 获得 成 功 的 。 

总 之 ， 运 筹 学 在 20 世 纪 40 年 代 以 后 得 到 迅速 发 展 ， 这 是 出 
于 ， 大 规模 的 新 兴工 业 的 出 现 ， 同 行业 间 的 竞争 加 剧 ， 追 切 需要 
对 大 型 工业 的 复杂 的 生产 结构 和 管理 关系 进行 研究 ， 作 出 科学 的 
分 析 和 设计 ， 产 品 的 更 新 换代 的 加 速 ， 使 得 生产 者 必须 密切 注意 
市 场 情况 和 消费 者 的 心理 分 析 ， 高 速 计算 机 的 出 现 ， 使 一 些 复杂 
的 问题 能 得 到 及 时 解决 ， 从 而 运筹 学 有 了 现实 意义 。 所 以 ， 运 筹 
学 的 每 一 个 分 支 学 科 的 产生 ， 都 具有 鲜明 的 实际 背景 。 

运筹 学 有 广阔 的 应 用 领域 ， 它 已 渗透 到 诺 如 了 服务、 库存 、 搜 
索 、 人 日、 对 抗 、 控 制 、 时 间 表 、 资 源 分 配 ， 厂 址 定位 、 能 源 、 
设计 、 生 产 、 可 靠 性 、 设 备 维修 和 更 换 、 检 验 ， 决 策 、 规 划 、 管 
理 、 行 政 、 组 织 、 信 息 处 理 及 回复 、 投 资 、 交 通 、 市 场 分 析 、 区 
域 规 划 、 巴 测 、 教 育 、 医 疗 卫生 的 各 个 方面 . 
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第 十 二 章 数理 到 和 辑 


数理 逻辑 是 一 门 近代 化 的 还 辑 科学 ， 严 格 地 讲 是 传统 还 每 
{形式 还 辑 ) 部 分 内 容 的 数学 化 ， 形 式 化 。 它 把 数学 方法 应 用 于 
避 辑 学 ， 使 逮 辑 学 研究 题材 的 范围 更 元 宽广 ， 使 用 的 方法 更 加 精 
密 ， 并 为 推论 和 证 明 建 立 了 严格 的 形式 系统 和 理论 .数理 届 辑 又 
称 符号 逻辑 。 


一 、 数 理 逻 辑 产 生 的 历史 背景 


数理 逻辑 的 兴起 和 发 展 ， 主 要 有 两 个 所 史 背景 ,一 是 人 们 感 
到 传统 逻辑 的 不 足 ， 需 要 加 以 改进 ; 二 是 出 于 数学 基础 的 研究 ， 
产生 了 大 量 与 逻辑 有 关 前 问题 。 从 这 丁 方 面 的 发 展 产生 了 数理 兆 
辑 ， 并 逐步 发 展 完善 起 来 。 
1. 传统 过 辑 的 不 足 
传统 丈 辑 始 自 亚 里 士 多 德 ， 长 期 以 来 被 认 为 完美 无 缺 的 ， 但 
19 世 纪 以 后 ,水 辑 学 家 、 数 学 家 和 其 他 科学 家 都 感到 以 形式 控 辑 
为 主要 内 容 的 传统 妈 辑 ， 二 不 是 如 此 完美 无 缺 的 ;， 相反 ， 古 在 汶 
不 少 缺 点 。 主 要 缺点 有 三 。 
第 一 ， 传 统 逻 辑 所 讨论 的 问题 限于 主 罕 式 语句 。 亦 即 限 于 全 
称 肯定 《4) 一 一 几 S 均 为 P， 全 称 否定 (上 £) 一 一 几 S 艾 不 是 P， 特 
称 肯 定 (了) 一 一 有 些 S 是 ,和 特 称 否定 《00) 一 一 有 些 S 不 是 局 这 
4 种 主 宾 式 话 名 。 而 且 日 常生 活 中 ,特别 是 科学 研究 中 所 讨论 的 
问题 不 是 主 宾 式 请 句 都 能 包括 的 ， 在 数学 中 甚至 所 使 用 的 表达 形 
式 大 多 数 不 是 主 宾 式 语句 ， 例 刘 "o>6”,，“ 感 C 介 于 成 了 和 姜 之 
阿 " 等 。 
第 二 ， 传 统 逻 男 的 纹理 形式 限于 三 段 论 式 ， 事 实 上 ， 人 们 日 
常 的 思维 活动 并 不 都 是 三 眉 论 推理 。 钢 如 在 几何 学 中 ， 我 们 经 常 
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讨论 的 问题 是 , “如 何 从 5 介 于 c、c 之 间 ， 及 d 介 于 8、e 之 间 ， 而 
推出 5; 介 于 a、d 之 间 及 d 介 于 a、% 之 间 " 这 类 问题 。 可 见 仅仅 使 用 
传统 逻辑 是 不 够 的 。 

第 三 ， 传 统 温 辑 没有 关于 最 间 的 研究 。 虽 然 传 统 逻 辑 很 重视 
概念 外 延 的 研究 ,但 由 于 它 限 于 研究 主 宾 语 旬 和 没有 " 变 主 "的 概 
念 ， 在 表示 能 力 上 受到 很 大 限制 。 

此 ， 传 统 逻 辑 作为 思维 活动 的 工具 ， 已 远 不 适应 近代 科学 
的 发 展 ， 非 要 现代 化 不 可 ， 也 就 是 要 形式 化 和 数学 化 。 

2. 数学 基础 的 研究 、 发 展 对 还 辑 提出 新 的 和 要求 【 见 第 十 五 
EE 二 

3。 数 理 还 辑 的 产生 过 程 和 主要 代表 人 先 

早 在 16 世 纪 ， 英 国 的 霍 布 士 首先 提出 在 逻辑 学 中 序 用 数学 方 
法 的 设想 。 他 认为 一 切 忆 维 不 过 是 计算 〈 其 加 与 减 )， 正 如 算术 
举 家 教 人 数目 的 加 与 碱 ， 几 和 何 学 家 教 人 在 线 、 形 ， 角 、 比 例 、 快 
速度 、 力 等 方面 进行 如 减 ， 还 辑 学 家 则 教 人 在 学 的 推论 方面 进行 
加 与 碱 。 与 霜 布 士 同时 代 的 法 国 数学 家 笛 卡 儿 认 为 可 以 有 一 个 普 
痪 适用 的 方法 来 解决 各 种 科学 问题 ， 他 把 这 种 方法 叫 作 “ 普 志 的 
数学 "。 

但 是 需 布 十 和 笠 卡 儿 都 是 没有 尝试 建立 这 种 新 距 辑 ， 最 旱 真 
正 提出 数理 运 辑 塌 想 的 是 德国 数学 家 莱 布 尼 获 。 他 认为 数学 家 的 
头 识 在 同行 中 是 大 家 都 赞成 、 毫 无 争论 的 ， 如 果 有 谁 无 心地 做 错 
了 ， 别 人 都 能 够 指出 来 ， 做 错 考 自 己 也 会 心 悦 口服 地 承认 错误 ， 
决 不 会 在 那里 犹 辩 。 而 对 哲学 家 《包括 加 辑 学 家 ) 来 说 ， 情 况 便 
不 相同 了 ， 彼 此 争论 不 休 ， 淮 也 说 服 不 了 谁 。 因 此 ， 荣 布 尼 获 想 
桂 挝 辑 学 建立 一 种 代数 ， 使 得 迎 辑 的 推导 象 代数 的 推导 那样 ， 有 
明确 无 疑 的 规则 ， 除 了 无 心 的 错误 或 者 开始 时 的 根据 ( 即 前 提 》 
有 误 外 ， 任 何人 都 将 作 问 样 的 推导 ， 获 得 同样 的 结果 。 莱 布 尼 区 
试 图 把 每 一 个 原始 概念 与 一 个 素 激 联系 起 米 ， 鲍 如 以 “3 "表示 
“人 "， 以 "7 "表示 “有 理性 "， 那 么 "21" 就 表示 “有 理性 的 人 "。 他 
还 试图 把 三 段 论 化 为 这 样 的 体系 ， 但 是 未 达到 目的 。 从 莱 布 尼 欧 
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发 表 的 文章 和 己 经 回 理 当 来 的 遗 稿 来 看 ， 莱 布 尼 欧 在 建立 数理 好 
辑 方面 的 工作 做 得 很 少 ， 在 他 的 逻辑 思想 中 有 以 下 几 个 基本 点 : 

(1) 所 有 概念 可 以 还 原 为 少数 的 原始 概念 ， 这 些 原始 概念 构 
成 “思想 的 字母 宕 ， 

(2) 复合 概念 可 以 由 原始 概念 通过 乘法 得 出 ; 

(3) 原始 概念 之 间 是 没有 矛盾 的， 可 以 用 素数 来 表示 ， 

(4) 任何 命题 都 是 谓 项 性 的 ， 也 就 是 说 可 以 还 原 为 一 个 对 主 
项 有 所 述说 的 命题 ， 

(5) 任 何 真 的 肯定 命题 都 是 分 析 命 题 ， 也 就 是 说 ， 谓 项 包含 
在 主 项 之 中 。 

莱 布 尼 艾 菇 于 这 五 点 思想 ， 用 初等 数学 方法 建立 逮 辑 演算 
但 由 于 他 保 轩 了 概念 、 判 断 的 内 涵 的 解释 ， 因 此 运用 数学 方法 
时 ， 过 到 不 少 困难 ， 取 得 的 成 绩 不 大 。 但 这 些 明确 的 思想 ， 确 立 
了 他 为 数理 馆 辑 创始 人 ， 

在 莱 布 尼 蒋 之后， 数理 逻辑 在 相当 一 段 时 间 内 无 人 问津 。 直 
到 19 世纪 中 期 ， 英 国 数学 家 布尔 [George Boole，1815 一 1864? 
运 押 了 了 哈密 顿 等 人 的 成 就 ， 完 全 从 外 延 角 度 进 行 数量 化 处 理 ， 
才 使 数 捍 逻辑 的 建立 近 出 了 一 大 步 ， 

布尔 的 方法 与 药 布 尼 兹 的 永 同 ， 他 将 目标 适当 缩小 ， 只 用 代 ， 
数 的 形式 发 展 了 集合 代数 。 布 尔 的 这 套 方 法 后 来 就 称 为 布尔 代数 
或 多 辑 代数 。 

布尔 认为 他 的 代数 推导 方法 完全 和 数学 的 推导 方法 相同 ， 并 
认为 传统 逻辑 的 三 段 论 能 够 解决 的 问题 ， 用 布尔 代数 都 可 以 解 
决 。 而 且 传 统 逻 辑 的 三 段 论 很 难 解决 的 问题 用 布尔 代数 也 可 以 
解决 。 例 如 ， 设 有 4 种 性 质 .bc.d ,经 实验 ,结果 有 下 列 情况 ， 

(1) a.5 同时 出 现时 ，e.d 必 有 一 个 出 现 , 且 只 有 一 个 出 现 ， 

(2) bc 同时 当 现 时 ,a.d 或 同时 出 现 ， 或 同时 不 出 现 ， 

(3) 如 果 a.58 均 不 出 现 , 则 c,d 也 均 不 出 现 ， 

(4) 如 果 c.d 均 不 出 现 , 则 e.5 也 均 不 出 现 。 

问 如 何 由 be 面 决 定 a。 
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对 这 样 的 问题 ， 用 传统 退 辑 的 三 段 论 就 不 大 好 办 了 ， 而 用 杭 
汞 代数 ， 可 以 很 快 得 出 符 案 ， 妆 5 不 出 现 而 cc 出现 时， 则 aa 出 
现 ， 反 之 ， 当 g 出 现时 ，p.c 必 有 一 不 出 现 。 

可 见 布 尔 攻 代数 方式 改造 逻辑 ， 就 扩大 了 逻辑 学 的 应 用 和 领 
域 。 布 尔 代 数 是 数理 还 辑 的 早期 形式 ， 布 尔 也 被 公认 为 数理 逻辑 
和 们 第 二 个 创始 大 。 

但 是 布尔 代数 从 理论 上 讲 ， 还 不 足以 构成 数理 次 辑 的 基础 。 
布尔 用 代数 物 方 式 改 造 逻 辑 ， 而 且 使 用 数学 方法 来 推导 ， 可 是 数 
学 本 身 是 根据 刻 辑 规律 推导 而 来 ， 这 对 数学 来 说 ， 它 是 完 承认 惧 
辑 规 律 ， 然 后 进行 数学 推导 的 ， 汶 有 什么 不 有 :而 对 布尔 代数 来 
说 ， 它 是 由 数学 来 推导 罗 辑 ， 如 果 用 它 来 作为 救 理 逻辑 的 基础 ， 
莽 变 成 根据 慑 辑 规律 来 措 导 出 逻辑 规律 ， 犯 了 循环 论证 的 错误 ， 
理论 上 上 不 能 日 圆 其 说 。 

1879 年 德国 数学 家 弗 壳 格 (Eriedrieh Ludwig Gottlob 
Frege，1848 一 1925) 克 服 了 布尔 代数 的 缺点 ， 人 司 数 理 届 办 初 抄 
成 为 一 个 科学 体系 。 

强 雷 格 采 用 一 些 极 入 单 的 、 角 机 械 的 其 律 ， 以 及 一 此 简单 明 
了 移 会 理 ， 从 这 些 公 理 出 发 ， 根 据 所 采 扩 的 臣 机 械 的 规律 而 椎 出 
整个 逻辑 来 ， 这 样 也 就 避免 了 循环 论证 的 错误 。 

弗 雷 格 在 建立 数理 田 辑 上 的 另 一 个 更 为 重要 的 贡献 是 引进 量 
词 x 和 和 如 xz， 从 而 建立 了 在 逻辑 中 士 分 重要 的 一 阶 谓 词 演算 。 这 
也 是 历史 上 第 一 个 严格 的 逻 苷 演绎 公理 系统 。 

由 于 弗 雷 格 的 这 些 功 绩 ， 他 被 推举 为 数理 黑 辑 的 第 三 个 蚀 始 
人 人 人。 不 过 弗 雷 阁 所 用 的 符号 太 特 别 了 ， 以 致 他 的 著作 当 夺 竞 元 人 
能 看 履 ， 至 少 是 当时 没有 被 人 注意 ， 宜 扬 和 继 了 条 。 

在 弗 雷 格 稍 后 ， 皮 尔 斯 (Charles 5S.Peirce,1839~1914， 党 
全 人) 引进 和 研究 了 量词 。 但 蚌 他 们 前 研究 成 果 没 有 强 雷 格 完 
著 ， 他 和 和 弗 雷 格 的 工作 合 超 来 是 对 布尔 代数 进行 了 重大 草 新 。 第 
一 ， 他 们 明确 指出 了 布尔 的 命题 代数 实际 土 是 命题 函 救 代数。 一 
个 命题 {如约 输 是 人 ) 只 也 合 常 量 ， 一 个 命题 活 数 (如 x 是 人 ) 包 含 
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荐 变量 。 一 个 命题 总 是 真 的 或 假 的 ， 第 二 ， 他 们 明确 指出 ， 当 研 
究 命 题 苞 数 代 数 时 ， 必 须 添 入 量 读 ， 才 能 充分 发 挥 力 量 。 因 此 他 
们 莉 公 开 使 用 量词 ， 并 对 量词 的 性 质 作 了 详细 的 研究 ， 

再 后 ， 意 克利 数学 家 皮 亚 诺 (Giuseppe Peano,，1858~ 
1932) 在 建立 算术 公理 体系 时 ， 实 际 上 比 前 人 更 广泛 地 在 数学 领 
域 里 几 符 号 来 裔 述 命 题 。 今 天 所 沿用 的 记号 大体 上 是 由 皮 亚 诺 制 
定 的 。 此 外 ， 沁 又 把 集合 论 中 的 属 于 CE) 各 包含 关系 (性 ) 区 别 开 
来 ， 使 数理 逮 涡 的 基础 部 分 逻辑 演算 趋 于 完善 。 

罗素 (Bertrand Arthur William Russell，1872 一 -1976， 
英国 数学 家 ) 继 承 了 皮 亚 诺 的 研究 ,并 在 每 个 方面 都 达到 了 完善 的 
地 步 。 他 把 19 世纪 末 数 理 逻辑 的 总 成 果 汇 集 在 他 和 怀特 海 (Whi 
tehead,A.,N.1861~—1947 ,英国 数 堂 家) 合营 的 (数学 原理 了》 中 ， 威 
为 当时 数理 逻 丝 理论 体系 的 集大成 者 。 


二 、 数理 逻辑 的 基础 理论 


数理 遥 辑 的 基础 部 分 是 逻辑 演算 。 逮 辑 演算 由 两 个 组 成 部 分 
构成 : 一 是 命题 演算 ， 另 一 是 谓词 演算 。 下 面 分 别 加 以 介绍 。 

1. 命题 满 算 

命题 演算 是 研究 关于 命题 如 何 通过 一 些 池 辑 连 庶 间 霹 成 更 复 
杂 的 命题 以 及 逮 辑 推理 的 方法 。 什么 是 命题 呢 ? 命 古 是 指 有 具体 
意义 的 又 能 判断 它 是 真 的 或 候 的 甸子， 在 数学 中 ,命题 一 般 用 
和 A.B.P,Q 等 来 表示 。 

起， 北京 是 中 国 的 首都 。 

B， 凡 直角 都 相等 . 

FP, 二 委 二 等 于 五 ， 

QQ， 煤 球 是 Fl 的 . 

这 儿 个 句子 都 是 能 够 判断 它 的 真 息 和 具有 具 休 意义 的 句子 ， 
所 以 册 做 命题 。 从 句子 中 ， 我 们 可 以 淹 师 出 命题 A、 PR 是 和 真 不 ， 
P,Q 是 假 的 ， 

通 汪 用 1" 表示 命题 的 真 ， 用 “8" 喜 示 命 王 的 假 。 命 题 的 真 
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和 假 叫 做 命题 的 真 假 值 ， 或 者 时 做 真 什 这样， 上 述 4 个 命题 
让 ，A .只 的 真 值 是 工人. 的 真 值 就 是 下 ， 

这 几 个 命题 都 是 由 简单 的 句子 构 丰 的 ， 我 们 把 它们 叫做 简 蕊 
命题 .如 彩 把 简单 命题 通过 一 些 逻 和 辑 连 接 词 连 起 来 ， 就 可 以 纽 合 
成 复合 命题 。 

最 基本 的 5 含有 连接 词 是 "或 ".“ 与 "，“ 非 *.“ 著 … 则 …”， 

“ 当 且 仅 当 "。 这 些 连接 词 分 列 用 符号 “ww “AN 人"、“]“ 、“ 一 ”. 
一 水 表示， 比如 ， 

命题 了 下， 小 亚 今 天 去 上 得。 

癌 题 只 ， 小 王 今天 者 电影 
那么 售 题 PYQ 就 老 示 ， 小 王 今天 去 上 班 或 小 王 今 天 去 者 电影 ,请 
作 :" 了 或 Q" . 命题 P 八 Q 表 示 ， 小 王 今 天 去 上 班 和 看 电影 ， 该 作 : 
“了 与 Q” .命题 [| 卫 表 示 过 命题 ?的 否定 ,也 就 是 小 王 今 天 不 去 上 璇 ， 
读 作 “ 韭 P”。 

再 举 讽 来 说 ， 如 

凋 题 4， 三 角形 4BC 有 两 个 角 相 等 。 

命题 Y， 三 角形 ABC 是 等 爵 三 角形 ， 

班 么 六 > 读 作 “ 若 X 则 Y”, 表 示 如 果 三 角形 有 两 个 角 相 等 ;0 
它 是 等 鲁 三 角形 。 命 题 X<-->Y 读 作 “X 当 昌 仅 当 Y"， 表 示 三 角形 
有 两 个 角 相 等 当 且 仪 当 它 是 等 肋 三 角形 ，。 

经 过 逻辑 连接 词 的 作 四 所 形成 的 复合 命题 ， 它 的 真 值 是 什么 
更 ? 它 和 和 蛛 简单 命 古 的 真 值 又 有 什么 关系 昵 9? 一 般 可 以 通过 列表 
洲 表 示 ， 这 种 崎 叫 敌 真 慎 表 。 下 面 束 是 五 种 真 值 表 。 

了 是 真 的 ，】 PP 就 是 恨 的 。 

P 是 假 的 ，1 了 就 是 真 购 。 

当 且 公 当 P 和 QQ 至 少 有 一 是 真 的 时 ， 卫 YY 是 真 的 ， 

当 且 仅 当 PP 和 QQ 同时 都 是 真 和 的 时，P 了 PA 人 入 口才 是 真 的 .。 

只 有 当 P 是 真 的 ,QQ 是 假充 时 候 , 了 一 Q 是 假 的 ,其 余 净 是 直 的 ， 

当 且 侈 当 P 和 人 Q 同 时 点 的 或 同时 假 和 的 时 和 柜 ,P< 一 QQ 才 是 真 的 。 

对 于 任意 的 复合 命题 都 可 以 用 上 述 真 什 表 作 根 据 ; 然后 列 上 出 
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由 来 加 以 分 析 . 

如 果 我 们 把 命题 独 作 运算 的 对 象 ， 
如 同 代数 中 的 数字 ， 字 母 或 代数 式 ， 而 
把 迎 辑 连接 词 看 作 运 算 符号 ， 像 代数 中 
的 “十 "一 "、“"X"、" 寺 "那样 ， 那么 后 
简单 分 题 组 成 复合 命题 的 过 程 ， 就 可 以 
当 作 敢 辑 运算 过 程 ， 也 就 是 仓 题 演算 。 

这 样 的 逻辑 运算 也 同 代数 运算 一 样 
具有 一 定 的 性质 ， 满 足 一 定 的 运算 规 
律 。 例 如 交换 律 、 结 合 律 、 分 配 律 。 同 
时 也 满足 逮 辑 上 移 同 一 律 、 圾 收 律 、 双 
否定 律 、 德 摩根 定律 、 三 段 论 定 律 等 
等。 利用 这 些 定律 ， 我 们 可 以 进行 泌 辑 
推理 ， 可 以 简化 复合 售 题 ， 可 以 推 证 两 
个 复合 命题 是 不 是 等 价 ， 世 就 是 它们 的 
. 喜 值 表 是 不 是 完全 相同 等 等 。 

两 个 命题 P 和 和 吕 等 价 ， 用 符号 "= 
内 示 ， 即 王 皇 Q。 比 如, 迎 辑 运算 满足 : 

交换 律 ， 对 任何 命题 了 了 、Q 都 有 : 

PYQ=QVP, PMNQ=QAP. 

结合 律 ， 对 任何 命题 P,Q.R 痢 有， 

(VY 

(PAQ}ARS=PA 人 (QAR) 

分 配 律 ， 对 任何 命题 P 都 有 ， 

[i 

PYT=T, 

PAF=FR, 
{pAT=P, 
余 补 律 ， 对 任何 命题 了 都 有 : 
PV P=T, PAT PF. 
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命题 演 径 的 一 个 具体 楼 型 就 是 到 辑 代 数 。 逻 辑 代 数 也 中 开 
闫 代数， 它 的 基本 运算 蚌 温 辑 加 ， 逻 辑 导 和 人 逻辑 非 ， 也 就 是 命题 
演算 中 的 “或 ”“ 与 "、“* 非 *。 运 算 对 象 只 有 两 个 数 0 与 1， 祖 当 
于 命题 演算 中 的 “ 真 " 和 “ 假 ”。 

逻辑 代数 的 运算 特点 同 电路 分 析 中 的 开 和 关 、 高 电位 和 低 电 
位 .导电 和 截止 等 现象 完全 一 样 ,都 只 有 两 种 不 同 的 状态 。 因 此 ， 
它 在 电路 分 析 中 得 到 广泛 的 应 用 。 

利用 电子 元 件 可 以 组 成 相当 于 膛 辑 加 、 罗 辑 来 和 慢 辑 非 的 站 
电路 ， 就 是 逻辑 元 件 。 还 能 把 简单 的 逻辑 元 件 组 成 各 种 逻辑 网 
络 ， 这 样 任何 复杂 的 逻辑 关系 都 可 以 由 逻辑 元 仲 经 过 适当 的 组 合 
来 实现 ， 从 而 使 电子 元 件 其 有 肥 辑 判断 的 功能 。 因 此 ， 在 自动 控 
制 方面 有 重要 的 应 用 。 

2. 谓词 演算 

谓词 演算 也 是 作 命 题 函 项 演算 。 在 谓词 演算 里 ,: 把 命题 的 内 
部 铬 构 分 析 成 具有 主 词 和 谓词 的 返 辑 形式 ， 由 合十 函 项 ， 迎 辑 直 
接 词 和 量词 构成 命题 ,然后 研究 这 样 的 命题 之 间 的 逻辑 推理 关系 ，。 

什么 叫 命题 函 项 呢 。 命 是 函 项 是 指 除了 含有 常 项 以 外 还 舍 有 
变 项 的 还 辑 公式 。 常 项 是 指 一 些 确定 的 对 象 或 者 确定 的 属性 的 关 
系 ， 变 项 是 指 一 定 范围 内 的 行 何 一 个 常 项 ， 这 个 范围 叫 作 变 项 的 
领域 。 命 题 函 项 和 命题 演算 不 同 ， 它 的 真 假 值 恢 变 项 所 对 应 的 原 
项 而 定 。 如 果 以 一 定 的 对 象 概 您 代替 变 项 ， 那 么 俞 古 函 项 就 成 为 
真 的 或 慨 的 命题 了 。 

举例 来 说 ， 和 如 果 “x 是 偶数 "是 一 个 命题 函 项 ， 其 中 x 是 这 项 ， 
“是 偶数 "是 一 个 谓词 常 项 ， 我 们 把 一 些 类 5、8、10 民 入 x， 那么 
这 个 命题 就 成 为 真 命题 ， 因 为 “6 是 偶数 "，* 8 是 偶数 "、“10 是 
偶数 "都 是 真 的 。 如 果 把 一 些 数 3 .5 代入 x, 那 就 成 为 假 命 题 了 ， 
因为 “ 3 是 偶数 "、“ 5 是 偶数 "都 是 侵 的 。 

量词 最 常用 的 有 全 称 量词 和 存在 量词 两 种 .全称 量词 是 "任何 
Xx,…”, 一 般 用 符号 "Wx 表示 "， 比 如 "Vx(x:>>0) 过 示 ” 任何 x， 
x?、>0"， 也 就 是 表示 “ 凡 数 的 平方 都 大 于 0"。 存 在 量词 是 "有 %， 
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*，…， 一 般 用 符号 “3 其 "表示 ， 比 如 "ax【《5<x<7) 表示 “有 x,，5 
<x<?”， 也 就 是 表示 ”有数 介 于 5 和 7 之 疗 .” 

命题 函 项 加 上 全 称 量 词 或 者 存在 量 词 ， 那 么 它 就 成 为 全 称 命 
题 或 者 特 称 命题 了 。 比 如 “x 是 奇数 "是 命题 函 项 ， 加 上 全 称 量词 
后 变 成 “ 几 x 是 奇数 "， 就 是 全 称 命题 ， 训 上 存在 量词 后 变 成 “有 x 
是 奇数 "就 是 特 称 命题 。 

以 上 基本 工 是 数理 逻辑 运算 的 内 容 ， 


三 、 数 理 远 辑 的 主要 分 支 


在 20 拓 纪 中 ， 数 理 逮 辑 的 内 容 ， 以 狭义 到 较 广 义 、 最 广义 大 
葡 形 成 三 个 层次 。 

1. 最 狭义 的 数理 吉 辑 

遥 当 称 为 谓词 还 辑 或 经 典 谓 词 还 辑 。 这 是 对 从 亚 里 士 多 德 三 
' 盘 论 演 变 产 生 的 传统 还 辑 的 严格 化 和 必要 的 推广 。 这 一 部 分 在 数 
理 于 辑 中 是 最 茹 本 的 部 分 ， 也 是 传统 演绎 逮 辑 的 基本 内 容 的 精密 
.化 ， 精确 作 和 完善 化 。 它 是 演绎 下 辑 的 基础 ， 也 是 数学 在 证 明定 
理 时 所 用 的 最 基本 的 逻辑 推理 规律 ， 

2. 较 广 头 的 数理 运 辑 

出 于 数学 凌 基 问题 的 研究 而 形成 了 色 个 数理 带 辑 分 支 ， 即 模 
. 鸿 论 公理 集合 论 ， 递 归 论 和 证 明 论 ， 簿 称 四 论 。 这 四 论 构 成 现代 
-数理 返 辑 的 主要 内 容 。 这 样 的 数理 四 辑 就 是 数学 的 迎 辑 ， 即 数学 
逻辑 。 

3。 最 广义 的 数理 还 轰 

除了 上 人 述 内 容 外 ， 还 包括 归纳 迎 辑 、 包 含 可 能 ， 必 然 等 模 态 
调 航 模 态 逻辑 ， 内 含 地 辑 、 多 信 迎 辑 、 包 含 时 间 大 素 的 时 访 苇 辑 
等 等 。 它 仍然 是 用 数学 方法 研究 的 思 辑 。 

下 面 着 重 介 绍 数理 逮 辑 移 主 要 分 支 ， 证 明 论 、 模 型 论 、 北 归 
论 和 全 于 个 生 合 论 ， 

,证明 论 

征明 从 是 帘 尔 信物 提 出 的 ,给 三 德尔 (Kert Godel 
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1906 一 1978， 奥 籍 美国 数学 家 )} 等 人 的 深入 研究 而 得 到 发展 . 划 实 
现 若 尔 怕 特 的 无 所 不 包 的 证 明 系 统 的 设想 (项 尔 伯 特 岗 领 ) 是 不 


证 明 某 一 数学 系统 的 一 致 性 和 无 矛盾 性 确 是 必要 的 。 证明 论 的 主 
要 内 容 是 证 明 数 学 (具体 些 说 ,是 自然 数论 和 集合 论 ) 的 不 了 矛盾 性 。 
它 是 研究 数学 证 明 的 理论 ， 研 究 数 学 证 明 的 规律 的 ， 所 以 证 明 论 
叉 员 人 必 元 数学 。 元 数学 的 特点 是 着 隘 于 整个 系统 ， 把 整个 系统 作 
为 研究 的 对 象 。 希 尔 什 特 认 为 ， 在 研究 数学 理论 的 想 窜 性 时 ， 在 
彻底 公理 化 以 后 ， 可 以 暂时 舍弃 内 雁 , 集 中 注意 力 于 形式 方面 ,把 
基本 概念 看 作 无 内 容 的 概念 (和 通常 的 公理 系统 奢 样 )， 因 面 可 以 
把 推理 过 程 只 看 作 符号 演变 的 过 程 .这 样 ,如 果 能 证 明 从 表示 公理 
I i 记 时 从 人 
A 


数学 理论 的 相 容 性 硫 得 到 证 明了 ， 证 明 论 为 数理 惧 辑 发 展 出 内 新 
的 面 谣 提供 了 强 有 : 力 的 工具 。 

2。 模 型 论 

在 数理 逻 嵌 中 ,对 形式 系统 的 研究 ,往往 借 山 于 对 满足 这 些 形 
式 系 统 的 数学 竺 档 的 研究 来 完成 ， 这 种 数学 结 枸 称 为 模型 。 对 楼 
型 加 以 统一 研究 的 科学 称 为 可 型 论 ， 所 以 模型 论 是 研究 形式 系统 
和 对 它 的 解 其 之 间 的 关系 的 理论 .模型 论 本 来 是 证 明 论 的 副产品 ， 
但 它 发 展 得 很 块 ， 至 今 已 与 证 明 论 分 庭 抗 礼 ， 成 为 数理 逻 印 的 四 
大 部 门 之 一 。 原 来 要 证 明 某 种 理论 不 矛盾 ， 最 简捷 的 办 法 是 作出 
该 理论 的 模型 。 如 果 某 种 理论 有 横 型 , 它 便 不 会 矛盾 。 在 造 模型 的 
和 过程 中 ,当然 要 讨论 各 种 模型 的 性 质 ,讨论 各 种 模型 彼此 的 关系 ， 
讨论 模型 的 分 类 等 ， 这 些 研究 便 促 使 异型 论 ' 日 益 发 展 ， 逐 渐 壮 大 
成 奖 。 


(上 btraaam Robinson,1918~1974， 羡 国 数 学 家 ) 利 用 非 标 淮 模 
型 把 无 限 小 、 无 限 大 引入 数学 分 析 中 ， 得 出 非 标 准 分 析 。 

3。 递 急诊 

递归 论 十 关于 可 计算 性 问题 的 理论 ， 它 也 是 从 希 尔 伯 特 计 
划 的 证 明 论 研究 中 发 展 起 来 的 ， 递 归 论 把 可 证 明 性 问题 转变 为 可 
计算 性 问题 。 古 典 递 妇 函数 是 在 自然 数 上 定义 的 一 种 泽 数 ， 对 
未 知 数 的 计算 常常 加 到 已 知 值 而 得 邮 ， 记 以 中 作 * 递 归 ”。 

递归 函数 论 又 叫 作 能 行 可 计算 理论 。 数 学 中 好 些 存 在 定理 ， 
都 不 十 能 行 的 ， 即 在 要 求 具体 给 出 所 存在 移 解 时 ， 是 很 难 给 出 
的 。 这 种 非 能 行 的 存在 定理 ， 钨 大 多 数 是 由 反 证 法 给 出 的 ， 基 证 
明 过 程 大 体 如 下 :“ 如 果 某 某 方程 元 解 ……， 必 导致 媚 盾 ， 以 而 方 
程 有 解 , “根据 这 种 证 法 ， 我 们 很 礁 从 中 找 出 该 方程 秧 根 。 递归 
函数 论 便 是 强调 能 行 性 而 发 展 起 来 的 。 它 荐 从 最 原始 的 函数 开 
始 ， 根 据 能 行 性 的 办 法 逐步 作出 各 层 中 间 函数 ， 使 得 各 函数 之 值 . 
都 是 可 以 计算 的 ， 直 至 最 后 获得 解 。 这 便 是 递归 论 的 着 限 点 之 所 
在 。 | 

1936 年 英国 数学 家 图 灵 (Alan Mathison Turing,1912， 
~1954) 把 计算 性 概念 同 机 器 程序 ， 形 式 系 统 的 概念 统一 起 来 ， 
凡 能 用 图 灵机 只 计算 移 函 数 都 十 能 关于 可 计算 的 。 所 谓 图 灵 论 是 
基 十 晰 言 . 凡是 能 行 可 计算 的 函数 都 能 用 图 灵机 器 计算 ， 这 个 论 
题 虽 不 能 形式 化 好 证 明 ， 但 已 为 科学 家 所 接受 。 自 从 电子 计算 机 
出 现 以 后 ,能 行 性 理 褒 更 受到 人 们 的 重 祝 ,因为 一 般 递 时 函数 都 可 
用 电子 计算 机 计算 。 

4， 公 理化 集合 褒 

公理 化 集合 论 是 用 公理 化 方法 重建 朴素 集合 论 的 研究 以 及 集 
会 论 的 元 数学 和 集合 论 的 新 的 公理 的 研究 。 在 传统 退 辑 中 已 把 主 
语 、 宾 语 的 关系 解释 为 类 的 包含 关系 ， 集 合 论 问世 后 ， 许 多 人 都 
把 集合 概念 当 作 好 辑 概念 。 但 是 焦 合 论 虽 已 成 为 近代 数学 的 基本 
工具 之 一 ,而 本 尘 尚 有 许 密 问题 没有 解 史 。 和 集合 论 在 数理 逻辑 中 
也 占有 很 重要 的 地 位 ， 因 为 集合 的 概念 ， 集 合 与 它 的 元 素 之 间 的 
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关系 非常 复杂 ， 按 昭通 常 的 数学 推理 ， 称 不 小 心 , 便 会 导致 矛 
导 ， 这 是 别 的 部 门 ， 别 的 学 科 所 没有 的 现象 。 期 何 和 仔细 地 答 查 在 
集合 论 中 的 推理 ， 如 何 使 集合 论 不 出 更 也 盾 是 一 个 重大 问题 。 外 
为 集合 论 的 问题 静 率 小 到 逻辑 学 ， 叉 涉及 到 整个 数学 。 

由 于 集合 论 履 论 的 存在 ， 已 经 可 以 大 出 集合 论 的 不 相 容 性 ， 
于 是 人 们 开始 研究 如 何 疏 造 集合 论 ， 即 如 何 删 除 牙 盾 的 部 分 而 成 
为 相 容 的 理论 体系 。 为 了 修改 集合 论 ， 本 世纪 初创 造 了 公理 化 集 
合 论 《主要 是 基于 罗素 等 人 对 集合 论 的 改造 工作 )， 忆 区别 康 托 
水 的 古典 集合 论 :或 朴素 集 合 论 ), 

1939 年 如 德尔 证 明了 选择 公理 和 连续 统 假 设 的 协调 性 ， 提 出 
了 可 构成 公理 ,1963 年 美国 数学 家 科 导 ( Paul J,Cohen, 1934~ 
) 证 明了 选择 公理 和 连续 统 的 独立 人 性， 创造 了 著名 的 新 方 
法 一 一 力 迫 法 【 即 一 种 构造 公理 系统 的 模型 方法 )。 力 迫 法 的 产 
生 不 仅 使 集合 论 有 了 重大 发 展 ， 而 且 合 数理 逻辑 的 几 个 主要 分 支 
有 了 新 的 发 展 。 

总 之 ,证 明 论 、 神 型 论 、 递 归 论 和 公理 化 集合 论 是 近代 数理 
还 辑 的 四 个 主要 部 分 。 这 些 部 分 的 发 展 主要 是 在 集合 论 履 论 发 理 
后 ， 在 大 力 开展 数学 基础 的 研究 中 ， 形 成 和 发 展 起 来 的 。 


四 、 数 理 水 辑 的 廊 法 论 送 义 及 其 局 限 性 
糙 型 谓 辑 在 一 个 由 当 莽 指 时 间 内 基 作 类 一 门 丫 理论 的 学 斜 而 


护 指 导 下 ， 人 们 成 功 地 利用 计算 机 证 明了 数学 史 的 著名 难题 一 一 
四 色 定 理 ， 

与 计算 机 科学 发 展 相 联系 的 数理 迎 辑 还 是 雇 散 数学 的 一 个 重 
要 内 容 ， 每 一 门 新 兴学 科 没 有 不 是 需要 同时 从 离散 和 连续 两 方 友 
去 考察 从 而 得 到 发 展 的 。 从 离散 方面 考察 时 ， 便 离 不 开 数 理 逮 
辑 。 为 此。 数理 逻辑 和 边缘 科学 以 及 许多 数学 分 支 《 元 其 是 新 兴 
部 六 ) 都 具有 非常 密切 的 关系 。 

数理 敢 辑 中 的 公理 化 集合 论 的 成 果 ， 在 公理 化 方法 、 形 式 化 
方法 和 模型 论 方法 方面 具有 重大 的 逻辑 意义 ， 也 就 是 方法 论 意 
义 。 

首先 ， 在 解决 第 三 次 数学 危机 方面 ， 使 用 公理 化 方法 各 由 它 
发 展 起 来 的 形式 化 方法 ， 有 可 能 解决 集合 论 蛋 论 问题 ， 亦 即 避 开 
迟 论 面 保存 集合 论 的 科学 成 果 ， 

其 次 ， 形 式 化 方法 也 是 发 现 新 定理 、 探 求 新 结果 的 一 个 重 村 
手段 . 


第 三 ， 数 理 迎 辑 在 探讨 恩 维 过 程 的 机 袜 化 问题 上 也 有 了 年 下 
的 方法 论 意义 。 

第 四 .数理 敢 辑 不 仅 借 助 于 数学 方法 研究 各 古 问题 ， 而 且 研 
究 数 学 中 的 逻辑 问题 ， 它 把 数学 语言 、 推 理 和 计算 以 及 公理 化 方 
法 、 形 式 化 方法 和 构造 模型 方法 《构造 标 玲 模型 和 非 标准 模型 ) 
作为 自己 的 研究 对 象 ， 它 不 仅 指 找 述 概念 ， 表 达 思 想 ， 而 县 还 和 通 
过 它 自身 的 特殊 的 逻辑 技巧 和 数 党 技巧 寻求 新 的 结果 。 它 所 获得 
的 新 结果 对 于 数学 和 逻辑 学 都 有 重 大 影响 ， 从 而 对 其 它 科学 也 都 
有 影响 。 

但 是 ， 数 学 浸 辑 不 注意 研究 发 展 因 素 ， 莹 本 上 不 关心 思维 和 
现实 的 关系 问题 ,从 而 数理 逻辑 不 能 反映 辩证 总 维 的 形式 和 规律 。 
思维 中 有 一 吉 因 素 和 方面 ， 是 可 以 用 数量 或 数 景 方面 来 加 以 解释 
的 ， 如 数 、 流 念 、 关 断 的 外 下 、 一 般 和 单一 的 关系 等 。 因 为 且 县 
的 关系 ， 记 以 可 以 成 为 演算 的 对 象 ， 通 过 雏 辑 演算 使 数理 迎 辑 上 遇 
显 地 优 于 传统 尺 辑 。 但 是 ， 愿 维 的 形式 不 能 同 内 容 分 开 ， 面 且 概 
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念 的 内 涵 是 决 室外 延 的 因素 ， 外 延 肛 不 是 第 一 性 的 ， 也 不 能 赔 高 
内 洱 而 独立 存在 。 因 因此， 数理 迎 辑 作为 退 辑 工具 的 作用 也 是 有 限 
药 ， 它 只 是 在 思维 活动 的 某 些 方面 ， 革 些 范围 内 才 起 作用 。 
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第 十 三 章 计算 数学 


现代 科学 技术 的 迅速 发 展 ， 特 别 是 电子 计算 机 的 出 现 ， 引 起 
了 计算 工具 的 大 变革 ， 数 值 计算 对 于 生产 的 发 展 更 如 显示 出 巨大 
的 作用 积 法 为 。 因 址 ， 数 党 中 的 一 个 虽 有 修 久 历史 ， 伍 是 发 展 比 
较 缓慢 的 分 文 一 一 计算 数学 也 开始 取得 了 新 的 实践 意义 ， 发 展 了 
新 的 内 容 ， 


一 、 计 算数 学 的 产生 


在 每 个 人 生活 中 的 数学 活动 总 是 以 记 数 和 计算 开始 的 ， 而 且 
终 其 一 生 。 计 算是 与 生活 联系 最 直接 、 最 密切 的 一 环 。 在 人 类 的 
数学 发 展 史 中 ， 计 算 也 占有 类 似 的 地 位 。 数 学 最 初 导 源 于 计算 ， 
计算 普 经 是 古人 长 数 学 的 最 重要 的 组 成 部 分 。 

中 国 吉 代数 学 普 有 辉 你 的 成 就 ， 尤 其 及 计算 性 和 实用 性 而 著 
名 ， 这 是 与 十 希 联 赦 学 的 福 念 性 和 推理 许 特 点 所 不 同 的 。 中 国企 
公元 前 14 世 纪 的 商人 民 就 基本 形成 了 十 进 制 的 位 值 记 数 制 ， 丙 在 印 
度 直 到 公元 6 世纪 才 出 现 ， 流 传 到 西方 则 更 晚 。 中国 春秋 战国 时 
期 就 形成 并 发 展 了 算 筹 ， 作 为 通用 、 有 效 的 计算 工具 。 以 后 又 改 
进 演 化 成 为 算盘 ， 相 应 发 展 了 珠算 方法 ， 中 式 算盘 及 其 变种 在 世 
界 上 许多 国家 一 二 沿用 至 今 ， 

公元 前 2 世纪 中 时 和 希腊 阿 基 洲 德 (Archimedes 约 公元 前 287 
一 212) 提出 贞 直 转化 极限 赵 近 的 方法 ， 并 据 此 算出 有 一 定 精 跑 
度 的 圆周 率 < 伪 。 这 种 方法 的 思想 是 微 积分 的 先驱 。 中 国 北 瑶 刘 
徽 扣 出“ 割 贺 术 "， 计 算出 一 3.1416。 5 世纪 中 国 南 朝 刘 宗 的 祖 
冲 之 〔429~500) 发 展 了 级 术 ， 据 此 算出 更 为 精确 的 5 值 ， 领 先 
于 世界 一 于 多 年 。 

在 代数 方程 解法 方面 ， 中 国 古代 有 很 高 的 成 就 ， 公 元 前 1 世 
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纪 汉 代 《 九 章 算 术 》 一 书记 载 了 开平 方 和 并立 方 的 算法 ， 讲 述 联 并 
一 次 方程 解法 。 这 种 解法 本 质 上 就 是 近代 的 消 元 法 ， 纤 欧洲 昌 出 
现 了 一 于 多 年 。 关 于 高 次 代数 方程 的 近似 解 在 4 九 章 算 术 》 中 已 具 
维 形 ， 到 宁 代 秦 九 部 和 元 代打 进 杰 《1290 前 后 在 让 ) 发展 完善 ， 

15 志 络 欧 沛 资本 主义 工商 业 兴 起 ， 科 学 技术 有 了 新 发 展 ， 数 
学 发 展 中 心 转移 到 欧 训 。 以 解析 儿 何 与 微 积 分 为 标志 的 近代 数学 
发 展 ， 数 值 计算 方法 也 有 栅 诺 的 进步 。 数 学 家 们 对 计算 方法 作出 
了 重要 贡献 。 和 牛 申 .网 镁 等 发 展 了 一 般 插 和 值 方法 与 差分 方法 ,高 斯 
和 和 切 比 雪 去 (Jla 中 HyTH 立 JIbBOBRU ,eGnmaen，1821 一 1894， 械 
国 数 学 家 ) 发 展 了 最 优 通 近 的 方法 与 理论 。 在 席次 代数 方程 方 
面 发 展 了 和 牛顿 先 代 解法 。 在 级 性 代数 方面 发 展 了 高 斯 、 若 尔 当 消 
元 法 以 及 各 种 选 代 法 。 微 积分 发 展 的 同时 ， 也 些 现 微分 方程 的 调 
散 化 与 数值 解法 。 随 着 科学 技术 发 展 ， 人 们 开始 认识 到 数 僵 计 筑 
的 重要 性 。 : 

20 氨 纪 40 年 代 ， 由 于 军事 上 的 希 要 ,技术 条 件 的 成 熟 , 于 1946 
年 制 成 电子 计算 机 ， 这 是 人 类 计算 工具 的 一 次 革命 。 它 的 诞生 ， 
在 计算 速度 上 要 比 诛 有 人 工 操 作 的 机 械 式 计算 工具 握 摧 了 3 一 5 个 
量 级 。40 年 来 随 着 计算 机 迅猛 发 展 ， 过 去 大 量 复 杂 的 计算 问题 ， 
现在 部 能 运用 计算 机 解决 .比如 ,发 射 一 颗 探 测 宇 宙 身 秘 的 卫星 ， 
从 卫星 设计 开始 到 有 发射、 回收 为 止 ， 科 学 家 和 工程 转 术 人 员 、 
工人 就 要 对 卫星 的 总 体 、 部 件 进 行 全 面 的 设计 各 生产， 要 对 选用 
的 火 入 进行 设计 和 上 生产， 这 里 而 就 有 许字 数据 要 进行 准确 的 证 
算 。 发射 和 回收 的 时 候 ， 又 有 关于 发 射 角度 、 轨 道 、 遥 控 、 回 收 
下 落 角 庶 等 等 需要 进行 精确 的 计算 。 义 好， 在 高 能 加 束 器 里 进行 
高 能 物理 实验 ， 研 究 具 有 很 高 能 量 的 基本 粒子 的 性 质 ， 它 们 之 间 
航 相 互 作用 和 转化 规律 ， 这 时 也 有 大 虽 的 数据 计算 间 题 。 现 民 王 
业 、 农 业 、 阐 业 ， 交 通 运 输 、 医 疗 了 卫生、 文化 教育 等 等 ， 都 有 许 
多 数据 需要 计算 ， 要 应 用 电子 计算 机 进行 大 景 计算。 所以， 计算 
在 整个 科学 技术 和 经 济 生 活 中 的 重要 性 得 到 前 所 未 有 的 提高 ， 同 
村 ， 以 原来 分 散在 数学 各 分支 的 计算 方法 为 基础 的 一 门 新 的 救 学 


卫生 7 


科学 一 一 计算 数学 开始 形成 并 迅速 发 展 。 冯 . 谎 依 旦 对 计算 数学 
形成 作出 子午 要 贡献 。 


二 ， 计 其 数学 的 研究 内 容 


计算 数学 是 研究 计算 问题 的 解决 方法 和 有 关 数 学 理论 问题 的 
学 科 。 计 算数 学 属于 应 用 数学 的 范 咕 ， 它 主要 研究 有 关 的 数学 各 
迎 辑 问题 怎样 由 数字 自动 计算 机 加 以 有 效 解 岂 。 电 子 计 算 机 的 迅 
连 发 展 和 生产 实 帕 需 村 计算 的 问题 越 来 越 多 ， 大 大 地 推动 了 计算 
数学 的 发 展 。 

计算 机 和 计算 方法 的 发 展 是 相辅相成 、 相 互 制约 和 相互 促进 
的 。 计 算 方 法 的 发 展 寡 发 了 新 的 计算 机 体系 结构 ， 而 计算 机 的 更 
新 换代 也 对 计算 方法 提出 了 新 的 标准 和 要 求 , 自 社 算 机 诞生 以 来 ， 
经 虎 的 计算 方法 业已 经 历 一 个 重新 详 价 、 锯 选 、 收 造 和 创新 的 过 
程 ， 与 此 加 时 ,涌现 了 许多 新 概念 、 新 课题 和 许多 能 够 充分 发 挥 
计算 机 潜力 、 有 更 大 解 题 能 力 的 新 方法 : 这 就 构成 了 现代 意义 下 
的 计算 数学 。 

从 产 学 问题 的 来 源 或 类 型 来 看 ， 计 算数 学 包括 数值 代数 、 最 
优化 计算 、 数 值 通 近 、 计 算 儿 何 、 计 算 概 率 统计 、 数 学 物理 方程 
数值 解 等 。 

1. 数值 代数 

为 了 运用 电子 计算 机 解决 实际 问题， 需要 进行 一 系列 的 数学 
准备 工作 。 首 先 要 把 具体 问题 数学 化 ， 就 是 建 工 一 个 反 瞻 问题 本 
质 的 数学 懂 型 ， 还 如 列 出 方程 ， 握 出 定 解 的 条 件 ， 形 成一 个 要 求 
定 解 的 数学 问题 。 这 项 工作 是 和 以 后 的 解 古 工作 密 著 相关 的 ， 但 
是 适 芝 不 属于 计算 煞 学 的 范围 ， 而 是 各 专业 本 身 或 者 应 用 数学 方 
面 的 工作 。 数 学 问题 形成 以 后 ， 进 一 步 的 数学 准备 工作 就 是 制定 
间 题 的 数值 解 算 方法 ， 也 就 是 计算 方法 。 这 里 和 朗 要 研究 实践 中 提 
霹 的 数学 问题 的 数值 解法 〔( 特 划 是 适 记 于 电子 计算 机 的 数 亿 和 解 
法 )， 也 要 研究 数值 计算 过 程 本 身 的 规律 性 。 在 研究 计算 方法 的 
时 候 ， 一 方 而 要 针对 问题 的 数学 特征 ， 充 分 运用 数学 上 已 有 的 方 
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汉 和 原理 另 一 方面 也 区 结合 问题 的 物理 本 质 ， 用 它 来 指导 或 提 
示 解 题 方案 的 制定 。 

数值 代数 就 是 用 代数 方法 来 进行 数值 解法 。 数 值 代数 包括 线 
性 代数 、 高 次 代数 方程 、 超 越 方程 和 非 线性 方程 组 数值 解法 ， 属 
十 有 限 维 离散 型 问题 。 由 于 实践 的 血 要 、 大 型 的 稀疏 系统 是 这 个 
领域 的 主要 对 象 。 计 算 机 有 限 字 长 引起 移 合 入 ， 使 得 算术 的 结合 
律 、 分 配 律 不 成 立 , 从 而 产生 数学 公式 等 价 面 算 法 不 等 价 的 问题 ， 
不 同 的 算法 结构 产生 其 别 很 大 徇 计算 误差 ,数值 稳 定性 正 是 刻画 
算法 这 一 特性 而 受到 应 有 的 重视 。 由 于 方程 组 的 规模 人 印 来 全 大 ， 
从 算法 上 考虑 节省 计算 量 ， 存 贮 量 的 迫切 性 和 潜力 也 剑 大 。 传 统 
高 斯 消 元 法 的 各 种 变形 ， 正 是 从 数值 稳定 性 、 计 算 萎 、 存 丹 量 玫 
个 方面 考虑 的 。 稀 玖 技术 、 一 般 的 特大 型 稀 鸣 线 性 方程 组 的 求解 
方法 、 非 线性 方程 大 范围 收 化 的 求解 方法 是 这 个 领域 的 重 寓 课 
题 . 

所 谓 高 斯 消 元 法 ， 又 称 消去 法 ， 即 解 线性 代数 方程 组 时 ， 将 
某 一 方程 张 以 某 些 常数 分 别 加 到 其 他 方程 上 ， 以 消去 这 些 方 程 中 
了 的 茶 一 来 类 量 ， 重 复 施 行 这 一 步 双 ， 就 可 逐步 消去 未 知 量 ， 最 后 
上 只 剩 下 一 个 未 知 量 。 用 甜 阵 的 语言 来 说 也 是 对 方程 组 的 系数 抵 阵 
或 增 三 矩阵 《加 寺 右 端 项 所 成 的 矩阵 ) 进行 初等 变换 ， 使 它 的 一 
此 元 素 《例如 主 对 角 线 以 下 的 元 素 ) 为 零 。 

数值 代数 的 一 个 重要 方面 是 快速 算法 。 快 速 情 里 叶 变 换 是 计 
算 有 限 傅 氏 级 数 即 周期 性 离散 全民 变换 的 一 种 递 推算 法 。 它 把 人 
瓜 变 换 计 算 量 从 传统 的 O(N 六 降 至 O(NlogzN)， 对 实 贱 上 要 求 
的 大 N， 工 效 大 幅 府 提高 ， 基 本 上 克服 了 所 谓 “ 时 间 域 “与 “频率 
域 “转换 的 计算 障碍 ， 为 调和 分 析 方 法 《 即 恨 里 叶 级 数 与 条 里 叶 
积分 理论 ) 在 许多 科技 领域 ， 特 别 为 谱 析 、 人 全息 ， 信 和 号 外 理 ， 图 
像 处 理 等 方面 广泛 应 用 计算 机 开辟 了 道路 ， 也 推动 了 各 种 快速 算 
法 的 研究 和 计算 机 阵列 式 处 理 器 的 研制 和 发 展 。 

我 们 知道 五 次 及 五 次 以 上 的 代数 方程 不 存在 求 概 公 式 , 因 此， 
刻 求 五 次 以 上 的 高 次 代数 方程 的 解 ， 一 般 只 能 求 它 的 近似 解 ， 求 
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近似 解 的 方法 就 是 数 们 代数 的 方法 。 对 于 一 般 的 超越 方程 ， 恕 对 
数 方 程 、 三 角 方 程 等 等 也 只 能 采用 数值 代数 的 方法 ， 人 和 们 寻求 找 
出 比较 简 惩 、 误 差 比较 小 、 兹 费时 间 比 较 小 的 计算 方法 ， 常 用 方 
法 之 一 有 选 代 法 ， 也 叫 作 逐次 泻 近 法 。 

选 代 法 的 基本 思想 是 这 样 的 ， 对 于 一 般 的 一 元 方程 可 以 写成 
f(x) 一 0 的 形式 。 我们 把 它 改 写成 

x—=g(x) 

的 形式 。 然 后 选择 一 个 已 知 数 x 作 为 所 求 方程 的 第 一 个 近似 解 ， 
我 们 把 这 个 希 叫 作 初 妈 和 值 。 益 然 ， 这 个 拥 可 能 和 要 求 的 真正 解 有 
很 凑 的 误差 ， 

我 们 把 xo 民 入 方程 中 ， 得 到 


X= xo), 
作为 第 二 个 近似 解 ， 再 把 x 代入 方程 中 ， 叉 得 到 
X29( Xi )。 
这 样 继续 下 去 ,就 有 
x3— gC Xo), 
xd4 g(xs), 
Nui CX, ), 


如 果 |x。+1 一 x,|<#， 我 们 就 停止 选 代 。 这 里 是 一 个 预先 给 定 的 
数 ， 它 根据 问题 要 求 的 精确 府 来 确定 。 比 如 ， 要 所 求 的 近似 解 精 
确 到 小 数 点 后 4 位 小 数 ， 可 到 := 二 0.00005。 如 果 ix,-1 一 x 确实 
小 于 ， 我 们 就 可 以 认为 第 n 十 1 个 近似 解 x, it 就 是 所 求 方 程 和 的 近似 
拥 。 这 个 时 候 解 xo，2，……… xsi 的 序列 是 收敛 的 。 

过 民法 还 可 以 用 来 求 线 性 代数 育 程 组 的 解 。 求 方程 组 的 近似 
解 也 要 选择 适当 的 迷 代 会 式 ， 使 得 收敛 建 度 快 ， 近 似 误 差 小 。 在 
线性 代 效 方程 组 的 解法 中 ， 常 用 的 塞 德尔 类 代 法 、 共 印 括 量 法 、 
超 松 弛 壕 代 法 等 等 。 此 外 ， 一 些 比 较 古 老 的 消 沅 法 ， 如 高 斯 宵 元 
法 ， 志 赶 消 元 法 等 等 ， 在 利用 电子 计算 机 的 条 余 王 也 得 到 广泛 的 
应 用 ， 
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2. 最 优化 计算 

在 一 定 约 柬 之 下 如 和 何 选取 某 些 自 素 的 值 使 某 项 (或 亲 些 ) 指 标 
达到 最 优 的 一 门 科学 。 最 优化 方法 可 解释 为 可 用 来 或 进 某 些 数量 
全 的 方法 。 闫 此 “最 优 " 一 词 可 以 从 相对 的 意义 上 来 理解 .在 实际 
生活 中 ， 这 些 数量 值 可 以 是 经 济 效 益 、 速 度 、 温 论 、 一 项 对 策 的 
文 付 、 武 器 的 破坏 力 等 等 。 实 际 上 ， 最 优 这 一 概念 是 无 处 不 在 
的 ， 因 中 作为 达到 最 优 的 一 种 手段 的 最 优化 方法 ， 应 该 是 而 且 确 
实 也 是 变化 无 穷 的 。 运 短 学 中 所 处 理 的 问题 绝 大 部 分 都 是 最 优化 
问题 。 用 来 解决 这 些 癌 题 的 方法 ， 例 如 数学 规划 、 排 队 论 、 决策 
分 析 、 模 拟 技 术 等 等 ， 自 然 也 就 属于 最 优化 方法 这 一 范畴 。 除 此 
之 外 ， 最 优化 还 包括 工程 控制 、 最 优 控制 、 系 统 科学 等 。 

某 些 最 优化 方法 《 俩 如 拉 格 朗 日 蔷 子 法 ;一些 简单 的 库存 模 
屠 的 处 理 ) 昌 然 出 现 很 蛙 ， 但 是 只 有 到 了 20 世 纪 40 年 代 末期 。 由 
于 计算 机 的 兴起 、 复 杂 的 管理 体系 和 工程 设计 的 出 现 ， 以 及 产品 
新 陈 代谢 的 加 速 ， 使 得 最 优化 方法 证 是 时 代 的 需要 又 有 实际 应 用 
的 可 能 性 ， 这 个 领域 才 得 到 迅速 的 发 展 。 同 时 ， 最 优化 的 数学 理 
论 一 一 最 优化 计算 ， 也 随 之 建立 起 来 ， 

最 优化 计算 包括 线性 规划 ， 非 线性 规划 及 动态 规划 等 几 个 方 
面 的 计算 方法 ， 其 中 又 可 分 为 无 约 东 极 慎 和 约 柬 极 全 两 类 。 线 性 
规划 十 理论 成 熟 应 用 最 广泛 的 部 分 ， 基 本 的 算法 是 单纯 形 方 法 ， 
由 于 实际 问题 一 般 都 包含 众多 未 知 量 ， 导 求 快 速算 法 是 很 迫切 的 
问题 ， 在 这 个 方面 ， 线 性 规划 的 多 项 式 算法 近 所 年 来 有 很 次 进 
展 ， 

3， 数值 通过 法 

煞 值 逼近 法 研究 函数 的 离散 半 近 、 数 值 微分 . 数 信 积分 等 。 
这 部 分 与 数值 代数 构成 计算 数学 的 基础 部 分 。 生 数 的 离散 巴 近 特 
别 是 各 种 方式 的 函数 插值 ， 是 连续 系统 离散 化 的 基本 步 又 ， 

迟 近 法 就 是 近似 代 夫 ,也 就 是 用 简单 的 列 数 g(x) 去 近似 代 短 
比较 复杂 的 西数 A(x), 或 者 代替 不 能 用 解析 表达 式 琢 示 的 函数， 

举例 来 说 ， 在 实验 中 我 们 观测 到 某 种 物体 的 长 度 和 温度 有 一 
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定 的 函数 关系 ， 当 温度 是 0 如 的 时 候 ， 长 度 是 工 ，I0 和 的 时 候 是 
工 *，20 的 时 候 是 ELs， 那 么 在 0 外 到 20 尼 之 问 的 任 一 温 放 的 时 候 ， 
物体 的 长 度 是 多 少 强 ; 如 果 一 点 一 点 去 测量 是 很 麻烦 的 ， 因 此 ， 
可 以 设法 用 一 个 函数 BCx) 去 近似 代替 上 上 膛 函 数 关 系 。 这 样 怀 可 
以 通过 求 任意 一 点 上 函数 g9《x) 的 值 去 近似 代 赫 所 求 点 上 原 函 数 
的 值 . 这 里 函数 9 (x) 一 般 是 简 单 的 函数 ， 常 常用 多 项 式 函数 
或 者 有 理 消 数 直 示 ， 

数值 通 近 的 晨 本 方法 是 插值 法 ， 播 值 法 是 指 在 离散 数据 的 基 
础 上 补 播 出 连续 函数 。 是 计算 数学 中 最 基本 和 常用 的 手段 ， 是 融 
数 有 逼近 的 重要 方法 ， 利 用 它 可 通过 函数 在 有 了 限 个 点 处 的 取 值 状 
况 ， 估 算 该 函数 在 别处 的 和 但。 是 在 会 元 6 道 纪 ， 中 国 章 煌 0544 人 ~ 
10) 已 将 等 距 二 次 擂 值 法 用 于 天 文 诗 算 。17 世纪 ， 车 略 和 格 雷 
果 昌 建立 了 等 距 缚 点 上 的 一 般 辆 值 公式 。18 世 纪 ， 近 格 妆 日 给 出 
了 更 一 般 的 非 等 距 站 点 上 的 插值 公式 。 在 近代 ， 盾 借 法 是 观测 数 
插 处 下 和 函数 插 孝 所 常用 的 工具 ， 又 是 导出 其 他 许多 值 方 法 【《 例 
如 数值 积分 、 非 线性 方程 求 很 .微分 方程 数值 解 等 ) 的 做 据 。 

我 们 知道 初等 数学 蛙 的 三 角 函 数 表 、 对 数 珍 有 一 项 修正 值 ， 
它 就 是 根据 插值 法 币 成 的 。 一 般 地 ， 己 知 某 个 函数 y= (x) 在 
%#o，x1 两 点 的 函数 值 是 闪 和 和 六， 而 且 区 间 〔x，m) 比较 小 ， 我 
们 可 以 用 直线 瑟瑟 :来 近似 代 赤 曲线 了 《YY)。 

直线 PoP 的 方程 是 ， 

了 一 30 XX ， 
1i™— Yo XI 


就 是 


> 一 区) 十 2 (x—x0). 
这 样 ， 我 们 可 以 取 
gf HEE) (yo) 


Xi— Xo 
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作为 近似 代替 A(x) 的 函数 , 册 做 插值 函数 ,这 里 xv，% 是 已 知 数 。 
这 种 播 什 叫 作 线 性 插值 法 。 

还 有 多 项 式 插 信和 即 插 信 沙 数 类 取 成 代数 多 项 式 类 的 情形 ， 是 
最 常用 的 一 种 插值 .在 实用 中 很 少 采用 高 次 多 项 式 搬 值 , 因 为 在 被 
垣 阴 数 不 够 光 消 眶 捕 值 结 点 选择 不 当时 ， 高 次 播 浓 多 项 式 党 常 在 
被 播 郊 数 附近 激烈 地 摆动 ， 不 能 逼近 被 播 瑚 数 ， 高 次 插 信 多 项 式 
稍 溃 将 揪 值 条 件 的 数据 中 含有 的 误 交 过 分 地 放大 和 扩 获 ， 因 此 ， 
在 实用 中 ,往往 是 先 将 全 这 间 分 成 许多 小 区 间 ， 然 后 在 每 个 小 区 
闻 了 上 ， 采 用 低 次 插 情 【如 一 次 ， 一 次 或 三 次 捅 值 ), 通常 称 这 样 的 
方法 为 分 段 酒 值 法 : 妊 条 插值 即 一 种 非 局 部 性 的 分 绒 揪 值 。 在 每 
个 分 段 点 处 相 邻 插值 曲线 段 的 衔接 具有 一 定 的 光滑 讼 。 最 常用 的 
一 种 是 三 次 多 项 式样 条 插值 ， 等 等 。 

和。 计算 几何 

计算 几何 是 由 疯 数 允 近 论 ， 微 分 几何 学 ， 代 数 几 何 、 计 算数 
学 等 形成 的 新 兴 边 绿 学 科 ， 它 研究 几何 外 形 信 息 的 计算 机 走 示 . 
分 析 和 综合 。 它 是 计算 机 辅助 几何 设计 这 门 技术 的 数学 基础 。 从 
320 世纪 60 年 代 起 ， 计 算 机 辅助 设计 和 辅助 制造 开始 进入 造船 、 航 
空 和 汽车 工业 的 产品 几何 外 形 设 计 和 制造 领域 中 。 设 计 者 首先 需 
要 并 一 般 的 曲线 或 曲面 的 外 形 吉 示 在 计算 机 上 上 ， 然 后 对 这 些 曲 线 
或 结 面 的 几何 性 质 进 行 分 析 ， 午 但 线 有 无 拥 点 . 奇 点 , 佳 面 是 不 是 
志 的 ， 等 等 ， 最 后 撕 贡 一 种 有 效 的 数值 方法 ， 由 程序 或 由 人 机 对 
话 控 制 这 些 凯 线 和 介面 的 此 状 ， 使 其 符合 设计 要 求 。 

在 ?0 年代， 主要 用 的 计算 几何 图 形 是 ， 臣 济 埃 曲 线 和 世面 . 
B 样 条 人 姐 线 各 曲面 、 乱 斯 曲面 等 ， 

1962 年 起 ,法 国 般 诸 汽 牢 公 司 的 工程 师 员 洗 埃 以 逼近 为 基础 ， 
开始 研究 参数 曲线 表示 法 ， 完 成 了 一 种 自由 型 由 线 和 曲面 的 设计 
系统 ， 并 于 1972 年 在 需 诺 汽车 公司 正式 投入 使 用 。 

所 以 ,计算 几何 就 是 研究 静态 或 世态 的 几何 形体 及 其 视 像 的 
离散 化 、 膛 近 与 生成 的 直 算 方法 。 这 是 一 个 兴起 较 晚 的 新 分 支 ， 
但 发 展 迅 速 ， 对 于 计算 机 制图 ， 计 算 机 辅助 设计 、 计 算 机 辆 助 制 
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造 、 斌 算 和 动画、 计算 机 视 像 、 袖 器 人 坡 术 等 从 儿 领域 都 有 重要 
的 应 用 ， 

5. 计 其 概 棕 狼 计 

又 称 概率 统计 计算 ， 它 是 概率 论 ， 数 理 统计 、 计 算数 学 和 计 
算 和 机 科学 等 学 科 之 间 的 一 个 交叉 本 、 边 毕 性 ,应 用 性 的 学 科 分 文 ， 
研究 如 何 根 据 实际 问题 提出 来 的 要 求 ， 利 用 概率 论 、 数 理 统 计 中 
提供 的 概率 统计 模型 ， 对 试验 观测 数据 或 随机 模 氢 数据 进行 统 革 
分 析 处 理 ， 给 贞 实 际 癌 题 性 质 的 统计 描述 、 统 诗 控 制 或 统计 预测 
的 数值 结果 ， 

概率 统计 计算 应 用 广泛 ， 发 展 很 快 。 研 究 的 主要 视 域 包括 随 
机 ,数据 的 统计 分 析 计 算 、 和 概率 统计 模型 的 随机 模拟 计算 及 它们 在 
数字 计算 机 上 的 程序 包 研 制 等 三 个 相互 关联 的 方面 。 

随机 数据 的 统计 分 析 计 算 . 在 计算 机 上 ,对 实际 问题 中 给 岩 的 
一 组 试验 机 调 数据 或 概率 统计 模 理 的 随机 模拟 数据 1 .wa ， 
%, 进行 分 析 计 算 。 这 青 ，x; 二 (Xi Xias Win 
1,tm 庆 1), 安 示 在 第 ?次 试验 中 或 第 i 次 模拟 中 得 到 的 观测 数 毅 ， 
可 以 是 一 个 标量 (rn 一 1 也 可 以 是 一 个 向 基 (m > ， 根 据 xi， 例 
变量 个 数 mr 的 不 同 《m= 二 1 或 mw 这 1) 钵 各 次 观测 香油 之 问 是 否 统 
计 相 关 或 福 互 独立 ， 在 分 析 计 算 时 使 用 不 同 的 构 率 统计 模型 和 个 
同 鸥 概 闪 统计 算法 。 对 各 次 状 测 或 模拟 问 相 互 独立 移 随 机 数据 ， 
有 一 元 (m= 二 1 各 多 大 Ce>1) 统 计 分 析 计 算 之 分 ， 漂 相关 性 的 观 
测 数 据 ， 有 处 理 平 稳 随 机 数据 的 狐 字 时 间 序 列 分析 计 算 ， 处 理 演 
发 随机 事件 的 随机 点 过 程 计 算 ， 处 理 状态 离散 的 马 沙 可 夫 链 计算 
和 处 理 各 种 观测 系统 的 数字 滤波 计算 等 。 

在 概 宁 绽 计 疏 开 的 随机 模 所 计算 中 ， 随 机 摘 伞 是 一 类 经 髓 方 
法 。 由 于 数 潼 计算 机 的 出 现 和 和 发展， 随 本 抽样 作为 一 种 算法 在 第 
二 次 划 界 厌战 之 后 得 到 了 了 迅速 发 展 ， 并 在 许多 不 同 的 领 堪 中 得 到 
了 广泛 的 应 用 。 当 时 从 事 这 一 方法 斌 究 的 物理 学 家 ， 舍 用 欧洲 鞭 
名 赌 城 壹 特 上 长 罗 移 和 名字， 给 该 法 起 名 为 这 特 卡 罗 法 。 荣 特 卡 罗 法 
是 计算 机 诞生 后 由 汉 : 诺 依 曼 与 乌拉 姆 从 导 的 一 类 新 型 计算 方法 ， 
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它 将 求解 的 数学 问题 【 亢 散 型 或 连续 型 ) 化 为 概率 模型 , 在 计 
算 机 上 实现 随机 模拟 ， 以 获得 近似 钥 。 这 种 方法 的 优点 是 ， 对 
于 问题 的 几何 形状 不 针 感 ， 收 合 速 度 与 维 数 无 关 。 因 此 它 特别 适 
应 于 很 高 维 数 的 数学 物理 问题 ， 如 波 耳 兹 蜡 方 程 、 薛 定 订 方程 等 
等 。 

. 和 和 随机 数据 的 统计 分 析 计 算 不 同 ， 贿 机 模拟 计算 和 用 实际 
系统 的 概率 统计 模型， 通过 模拟 计算 ，“ 仿 造 " 系 统 的 试验 观 油 数 
据 ， 进 而 分 析 系 统 的 渐 近 统计 人 性质 。 在 数字 计算 和 机上， 随机 模 氢 
计算 用 系统 模型 的 随机 数字 模拟 代替 实际 系统 的 物理 模拟 ， 用 伪 
随机 数 代 蔡 随 机 变量 的 真实 抽样 ， 这 种 双重 模 扳 计算 ， 为 概率 统 
计 计 算 解 诀 实 际 问题 开辟 了 新 的 应 用 领域 。 

为 方便 用 户 在 计算 机 上 使 用 统计 算法 ， 已 经 研制 为 数 众多 的 
概率 统计 计算 程序 包 , 它们 可 提供 完整 配套 的 统计 模型 ,快速 可 靠 
的 算法 ， 易 于 使 用 ， 便 于 移植 和 二 次 开发 ， | 

6， 数 学 物理 方程 前 数 鸽 解法 

数学 物理 方程 的 数值 组 法 研究 把 数理 方程 离散 化 和 对 离散 方 
程 求解 以 及 有 关 的 理论 基础 问题 。 数 学 物理 方程 的 问题 可 以 分 为 
干 演 问 题 和 反 演 问题 两 类 ， 它 们 大 量 出 现在 物理 、 力 学 、 起 球 物 
理 等 学 科 以 及 国民 经 济 、 国 防 的 实际 课题 中 。 

正 演 问 题 是 给 定 方 程 、 再 加 上 规定 具 休 环境 的 定 和 解 条 件 ， 包 
搭 初始 条 件 、 边 界 条 件 等 ， 由 此 求解 以 便 定 出 因果 关系 积 过 程 演 
化 的 定量 特征 ， 起 着 由 因 推 果 的 作用 。 正 演 问题 数 全 解法 包括 常 
微分 方程 、 定 常 和 非 定常 妨 微 分 方程 ， 积 分 方程 等 的 数值 解法 。 

微分 方程 的 离散 化 主要 有 有 限 差分 方法 与 有 限 元 方法 两 大 
类 。 有 限 差分 六 法 历史 悠久 ,时 源 于 和 牛 独 、 侈 拉 , 它 以 差 商 代 阁 微 
南 ， 将 微分 方程 离散 化 为 差分 方程 。 差 分 法 简单 通 有 用， 通用 于 任 
何 类 型 的 方程 ， 又 便于 机 器 实现 ， 在 计算 机 诞生 以 后 得 到 了 很 天 
的 发 展 与 推广 应 用 。 有 限 元 方法 是 针对 椭圆 型 方程 边 值 问题 的 一 
个 新 的 离散 化 方法 ， 它 基于 等 价 的 变 分 原理 的 形式 ， 采 取 任 意 格 
网 分 片 逼 近 的 手 裔 ， 把 传统 上 对 立 的 莽 分 方法 与 里 某 - 吉 密 金 变 

155 


Tp CH -pe i ey Tr es re dp Lo he hp ep TP - 


分 法 有 宙 结 合 起 来 ， 扬 长 独 短 ， 发 展 或 为 锌 算 定常 问题 的 主导 方 
法 ， 并 推广 应 用 于 非 定常 问题 ， 也 开辟 了 理论 研究 的 新 方向 。 有 
限 元 其 有 几何 上 灵活 适应 的 突出 乱 点 ， 特 别 适 合 于 解 沁 复 于 性 大 
的 冶 题 ， 并 全 于 机 器 实现 ， 在 工程 设计 中 已 应 用 。 

反 演 问 题 是 在 给 定 方 栓 的 霸 式 下 ， 己 知 其 解 或 解 的 茶 一 部 
分 ， 要 求 反 推 该 方程 的 系数 、 源 项 或 边界 的 形式 等 等 ， 起 着 导 果 
求 因 的 作用 ,大 几 为 要 探 查 不 可 达 、 不 可 甬 之 处 的 形 貌 往 态 ,就 可 
提出 适当 揭 数 学 反 演 问题 。70 年 代 工 光 分 层 扫 描 计 算 机 化 构 像 的 
发 展 就 是 一 个 范例 。 在 科学 技术 和 工程 实际 中 ,特别 在 医疗 卫生 . 
元 损 控 测 、 带 感 吏 测 、 地 霸 勘 探 、 地 球 物理 等 领域 中 存在 着 大 
量 的 反省 问 题 等 竺 解决， 它们 通常 是 不 适 定 的 、 病 态 的 、 有 其 特 
殊 的 观点 。 这 是 一 个 正在 开 折 中 的 ， 理 论 和 应 用 上 都 很 重要 的 新 
领域 。 

1956 年 计算 数学 在 我 国 开始 发 展 ，30 冤 年 来 计算 数学 发 展 迅 
速 ， 在 计算 数学 的 应 用 和 基础 研究 上 取得 了 许多 重大 成 果 ， 为 疼 
家 解决 了 大 景 经 济 建 设 和 国防 建设 中 的 重要 科学 菇 筑 课 题 ， 主 要 
成 就 有 : 从 20 世纪 60 年 代 开 始 ， 中 国 核 工 业 部 第 蕊 研究 院 周 毓 
嵌 等 集体 研究 与 完成 了 大 量 大 型 科学 计算 课题 ， 为 中 国 原子 弹 的 
研制 成 功 、 乞 弹 友 理 的 突破 和 发 展 作出 贡献 ，60 年 代 初 ， 中 国 科 
学 院 计 算 席 冯 康 等 人 在 大 型 水 项 应力 计 算 的 基础 生 ， 独 立 于 西方 
创立 了 有 了 眼 元 方法 并 最 早 但 定 其 理论 基础 : 华 轴 康 ， 王 元 等 对 于 
高 维 数 值 积分 的 数论 网 格 方法 作出 重要 贡献 。 
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第 十 四 章 ”现代 数学 的 新 理论 


20 世 纪 60 年 代 以 来 ， 数 学 获得 了 全 面 的 发 展 ， 产 生 了 许多 新 
理论 ， 如 模 精 数 学 、 突 变 理 论 、 分 形 儿 何 学 等 ， 其 应 用 越 来 越 广 
演 ， 具 有 强大 的 生 合力 ， 


一 、 模 类 数学 


加 糊 数学 是 当 忙 数学 中 的 一 门 新 兴学 科 , 其 应 用 越 来 越 广泛 。 

1 樟 糊 数学 的 产生 

加 糊 数 学 是 人 们 认识 事物 的 精确 性 与 模糊 性 相互 关系 的 辅助 
工具 。 人 类 认识 自然 界 在 方法 论 上 曾经 过 补 素 整体 综合 法 一 一 传 
统 分 析 法 一 一 科学 综合 法 这 样 一 个 螺旋 的 上 升 胃 道 ， 与 此 相应 ， 
有 人 认为 ， 数 学 方法 中 测 包 含 了 朴素 模 少 法 一 一 模 确 法 一 一 科学 
模糊 法 前 辩 证 过 程 . 

《1) 人 大奖 认 识 的 村 素 模 糊 法 。 人 类 社会 时 期， 生产力 非常 落 
后 ， 人 们 的 认识 手段 简陋 、 单 一 ， 只 能 任 异 观察 和 直觉 从 密 观 事 
物 的 整体 性 来 考察 整个 志 界 ,显示 出 对 事物 的 笔 统 和 寞 糊 移 认识 ， 
对 两 个 以 上 的 数量 的 认识 ， 只 掌握 于 多 、 许 多 和 非常 多 等 模 精 
加 念 ， 神 糊 是 某 各 落后 生产 力 的 反映 ，。 

(2) 人 类 认识 的 精确 和 法。 随 着 生产 力 的 不 断 担 高， 人 们 的 认 
识 能 力也 不 断 地 提高 ， 有 了 总 结 和 概括 客观 世界 中 数 和 形 的 数 
学 。 数 学 经 历 了 常量 数学 、 变 量 数学 和 随机 数学 的 光辉 历程 ， 这 
通称 为 精确 数 党。 长 期 以 来 ， 精 确 数 学 在 描述 自然 界 客观 事物 的 
运 吉 变 化 规律 中 获得 最 著 成 就 ， 人 们 从 心中 无 数 到 心 由 有 数 ， 数 
学 思维 扬弃 了 模 糊 性 ， 转 入 对 事物 的 精确 、 清 晰 的 描述 。 

《3) 人 类 认识 的 科学 模糊 法 。 客 观 记 界 中 存 定 着 大 量 的 神 枝 
现象 , 以 认识 方面 说 , 模 贿 性 是 指 概 念 外 延 的 布 确定 性 所 造成 的 判 
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断 的 不 确定 竹 . 人 们 在 日 常生 活 中 经 常 遇 到 模糊 事物 ,没有 分 明 的 
数量 界限 , 便 使 用 一 些 模 糊 和 的 词句 .例如 , “比较 年 轻 "、“ 大 高 个 
子 ”、“ 大 腑 子 ”、“ 好 像 很 瘦 "、“ 蔗 不 多 ”、“ 好 极 了 "、“ 关 ”"、“ 皇 ”、 
“ 兰 ”"、" 珠 ”"， 等 等 。 丰 工作 中 往往 也 磁 到 许多 模糊 的 东西 ， 创 
如 ， 要 确定 一 炉 钢 水 是 否 苞 经 炼 好 ， 除 了 要 狼 道 钢水 温度 、 臧 分 
比例 和 治 疾 时 间 等 精确 信息 以 外 ， 还 需要 参考 钢水 颜色 、 沸 避 情 
况 等 柜 糊 信息 ， 所 以 ， 除 了 要 有 涉及 误差 计算 数学 之 外 ， 还 需要 
模糊 数学 。 

随 郑 计算 机 科学 .控制 科学 .系统 科学 的 迅速 发 展 ， 特 别 是 电 
子 计 算 机 的 智能 化 。 模 糊 数 学 的 重要 性 更 为 有 明显。 研究 人 类 系统 
的 行为 ， 或 者 处 理 可 与 人 类 系统 行为 相 比 氢 的 复杂 系统 ， 如 航天 
系统 、 人 了 脑 系统 、 社 会 系统 等 ， 都 需要 解决 参数 和 变量 甚 多 ,各 
种 因素 相互 交 销 ， 系 统 复 杂 ， 模 精 乌 很 明显 等 难题 。 都 要 用 复 糊 
数学 。 

人 与 电子 计算 机 相 比 ,一 般 说 来 ,人 脑 共 有 处 理 模糊 信息 的 能 
力 ,善于 判断 和 处 理 模糊 现象 , 维 纳 说 :“ 人 具有 运用 模糊 入 念 的 
能 力 ”。 一 个 经 验 站 富 的 医生 能 依靠 模糊 的 信息 妙手 回春， 公安 
人 人员 能 恢 千 蛛 经 马 迹 的 模糊 线索 侦察 融 案 等 ,但 电子 计算 机 对 模 
糊 现 象 炽 别 能 力 却 很 莽 。 例 部 ， 要 状 断 夺 面 走 过 来 的 人 是 谁 ? 只 
要 是 过 去 见 过 面 的 ， 我 们 束 能 通过 观察 走 过 米 的 人 的 高 艇 、 体 
鹉 、 脸 型 。 面 部 特征 、 走 路 姿势 ， 作 出 正确 判断 。 如 果 这 件 举 册 
审 子 计算 机 来 羯 断 ， 就 复杂 多 了。 电子 计算 机 在 第 一 次 与 这 个 人 
见面 时 ,就 要 把 这 个 入 的 身高 、 体 重 、 体 型 、 脸 型 、 面 部 轮 廊 的 
曲率 、 限 睛 的 大 小 . 眉毛 的 长 短 、 走 路 时 手 摆动 的 角度 等 调 出 上 
百 个 参数 ， 甚 至 精确 到 小 郑 点 以 后 史 十 位 才 黑 体 。 在 羯 断 他 是 谁 
时 ， 要 再 把 这 些 参数 重 测 一 遍 ， 如 果 这 次 测量 的 参数 和 上 一 次 测 
量 的 参数 相同 ， 才 能 作出 正确 判断 。 如 果 其 中 有 些 参数 变 了 了 ， 人 
阐 了 ， 发 型 变 了 ， 面 型 变 了 等 ， 它 就 会 用 出 翻脸 不 欠 人 的 笑话 
来 。 现 在 为 了 提高 计算 视 识 别 和 模糊 现象 的 能 力 ， 需 要 把 人 们 日 党 
上 用 的 模糊 语言 设计 成 机 益 能 接受 的 指令 和 程序 ， 使 礼 器 也 能 象 人 
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入 那样 科 邱 灵活 地 做 出 相应 的 判 世 ， 提 高 自动 识 关 和 控制 模 灼 
急 的 效率 。 为 了 寻找 一 种 描述 和 加 工 模糊 信息 的 数学 工作 ， 数 学 
家 们 进行 了 大 量 和 研究 ， 发 展 了 模 籽 数学 。 

2. 模 地 数 学 的 研究 内 容 

1965 年 ， 美 国 数学 家 扎 矫 〈 工 ,A.Zadch) 提 遇 模糊 作 数 学 ， 
它 的 研究 内 容 主 要 有 以 下 三 方面 ， 

第 一 ， 研 究 模糊 数学 的 理论 以 及 它 和 精确 数学 ， 随 机 数学 的 
关系 。 

扎 德 以 精确 数学 集合 论 为 基础 ， 并 考虑 到 敷 学 的 集合 概念 进 
行 收 改 和 推广 。 他 提出 用 “模糊 集合 "作为 表现 模糊 事物 的 数学 模 
护 ， 并 在 “模糊 集合 "上 逐步 建立 运算 ， 变 换 规 律 ， 开 展 有 关 的 理 
论 研 究 ， 构 造 出 研究 现实 世界 中 的 大 量 异类 现象 的 数学 模型 ， 提 
出 了 能 够 对 看 来 相当 复杂 的 模糊 系统 进行 定量 的 描述 和 处 理 的 数 
学 方法 。 _ 

19 志 纪 未 康 托 尔 提出 经 典 集合 论 ， 他 研究 客观 记 界 及 其 运动 
的 各 个 层次 和 各 种 事物 , 按 其 属性 或 关系 的 区 分 ,运用 数学 “集合 ” 
概念 加 以 聚 类 、 福 括 ， 还 荆 究 集合 的 整体 结构 关系 和 运算 规律 。 
集合 论 标 志 闭 数学 理论 不 仅 能 从 变化 发 展 上 撕 宇 物质 运动 和 过 
程 ， 而 且 已 经 从 有 机 整体 联系 上 描述 事物 之 癌 的 关系 和 结构 。 集 
合 论 标志 着 数学 辩证 思维 方法 进入 了 整体 综合 研究 的 新 时 代 。 
但 是 ， 经 典 和 集合 论 描述 的 对 象 属性 和 关系 ， 痢 是 具有 明显 差异 和 
国定 界限 的 集合 关系 ， 其 有 绝对 属于 或 不 局 于 的 特点 。 在 数学 
中 ,把 具有 茶 些 属性 的 事物 的 全 体 称 为 “ 集 " 或 集合 " ,组 成 集合 的 
每 个 事物 叫做 该 集合 的 元 素 。 例 如 ,太阳系 的 行星 ， 某 个 工厂 的 工 
大 、 某 个 房间 的 所 有 物品 等 都 是 集合 。 地 球 是 太阳 系 行 星 集合 中 
的 一 个 元 素 ， 在 普通 集合 中 ， 元 素 对 集合 的 关系 。 或 者 属于 "， 
或 者 “不 属于"， 二 者 必 居 其 一 。 模 糊 集 合 忠 ， 在 给 定 范围 内 ， 元 
素 对 它 的 隶属 关系 不 一 定 只 有 “是 " 与 “ 否 " 二 种 极端 情况 ,而 是 
用 介 于 “0 "和 “ 1°" 之 间 的 实数 来 宪 示 素 属 程 底 ， 还 存在 中 间 过 渡 
状态 ， 如 一 个 元 素 x 可 以 按照 一 定 的 隶 届 程度 《 记 作 d) 素 居 于 集 
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和合 4， 梁 4 一 1!， 便 是 x 属 于 4， 当 qd 一 0， 便 是 x 不 尼 于 A. 当 d 
0.7, 表 示 x“ 七 成 属于 4 而 三 成 不 属于 4?. 亦 即 用 介 于 0 和 1 之 间 
的 实数 来 表示 束 属 得 庆 。 扎 德 认 为 ,指明 各 个 元 索 x 的 隶属 程度 ， 
就 等 于 指定 了 ~- 个 集合 。 当 其 中 某 些 元 束 的 素 属 度 为 0 与 1 之 间 
的 信 时 ， 这 是 模糊 集合 。 

模糊 性 数学 是 以 经 典 集 合 论 为 基础 的 。 模 糊 性 数学 和 随机 数 
学 都 是 直接 以 不 确定 性 为 对 象 的 数学 理论 ，。 它 们 彼 导 联系 又 相 开 
区 别 ， 模 神 集 合 的 隶属 函数 与 随机 数学 的 和 概率 函数 都 了 0 到 .! 之 
间 的 实数 ,而且 前 者 有 时 甚至 直接 取 值 于 后 者 的 统计 数据 .但 
是 ， 它 们 又 有 区 别 , 概率 论 描述 的 是 事物 发 展 中 的 多 因果 性 ,依靠 
的 是 对 大 数 现 象 的 统计 性 观察 ,从 中 求 出 比例 分 布 ,使 随机 性 〔 偶 
然 性 ) 转化 为 必然 性 的 数学 方法 ， 它 抓 住 的 是 信息 输入 量 的 不 确 
定性 . 模 其 数学 刻 刻 的 是 事 萄 类 属 过 办 和 性 态 问 题 ,依靠 的 是 某 物 
对 某 类 集合 求 居 程 度 的 渐 近 分 析 ， 揭 示 事 物 的 可 能 性 分 布 。 使 模 
类 性 转化 为 粮 兢 的 方法 ， 它 抓 住 的 是 信息 语义 质 的 不 确定 性 。 

第 二 ， 研 究 模 糊 语 言 学 和 霸 类 温 辑 。 

人 类 自然 语言 共有 裤 糊 性 , 人 们 经 常 接受 懂 炳 语言 与 浇 糊 信 
息 , 并 能 作出 正确 的 识别 和 判断 ,为 了 实现 用 自然 语言 跟 电 子 计算 
机 进行 直接 对 话 ， 就 必须 把 人 类 的 语言 和 思维 过 虱 提 炼 成 数学 模 
型 ， 才 能 给 电子 计算 珊 输 入 指令 。 这 样 ， 建 立 合适 的 袍 类 性 数 
学 模型 就 成 为 运用 数学 方法 的 关键 。 托 德 采用 模糊 集合 理论 来 建 
立 模 类 语言 的 数学 秒 型 ， 使 人 类 语言 数量 化 ， 形 式 化 ， 如 果 我 们 
把 合乎 语法 的 标准 各 子 的 从 局 丙 数值 定 作 1 ， 那 么 ， 其 它 文法 稍 
有 错误 ， 但 间 能 表达 相仿 的 思想 句子 ， 就 可 以 用 0 到 1 之 间 的 连 
续 函 数 来 表征 它 从 属 * 正 确 句 子 " 的 隶属 程度 。 例 如 ，wr (我 要 吃 
锯 ) 一 1， Wr 【我 饭 要 吃 )=0.3;，wr 【要 吃饭 我 一 0.4; sr 包 饭 ) 
一 0.5; 4r《 饭 要 吃 我 ?一 1 tr ( 饭 我 要 了 吃 )=0.9。 这 样 ， 就 把 
宽 糊 语言 进行 定量 描述 ,并 定 出 一 套 和 运算 变换 规则 。 上 有 目前 ,模糊 语 
育 已 引起 语言 学 家 们 的 浓厚 兴趣 ,美国 著名 语言 学 家 拉 科 夫 说 , 模 
糊 考 即将 戌 为 语言 学 的 一 个 主要 的 研究 领域 ， 对 语言 学 的 发 展 将 
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产生 多 方面 的 深刻 影响 。 

人 们 的 思维 活动 ， 常 常 要 求 概念 的 确定 性 和 精确 人 性， 采用 形 
式 逻 辑 的 非 直 芭 候 的 二 和 值 (用 0 与 1 来 刻 划 其 真 假 ) 表 示 ， 然 后 进 
行 判断 和 推理 ， 得 出 正确 的 结论 。 现 有 的 电子 计算 机 都 是 建立 在 
二 值 导 和 匿 基 础 土 的 , 它 在 处 理 客观 雪 物 的 确定 性 方面 ,发 挥 了 巨大 
的 必用 ， 人 但 是 却 不 上 共 箱 处理 吉 物 和 概念 的 不 确定 人 性 或 草 精 性 的 能 
力 . 为 了 使 电子 计算 机 能 够 模 扳 人 脑 高 级 智能 特点 ,就 必须 把 计算 
机 转 到 多 值 辑 基础 上 ,就 需要 研究 模糊 迎 辑 , 扎 德 设计 出 模糊 逻 
辑 ， 它 对 模糊 命 王 移 真 值 不 能 篇 单 地 只 用 0 和 1 来 刻 划 其 真 假 ， 
面 是 以 0 到 1 之 闻 连 处 取 书 ， 并 运用 一 大 模糊 务 数 公式 与 模糊 演 
绎 推理 规则 。 模 精 逻 辑 是 二 信 录 辑 的 直接 推广 ， 是 在 多 值 届 辑 基 
础 上 对 模糊 事物 给 以 定量 的 描述 。 拿 假 言 推理 来 说 ， 若 大 前 题 为 
已 知 命 题 太 蕴含 着 B, 而 小 前 提 为 坊 , 则 可 得 出 结论 为 ,这 种 推理 ， 
只 要 前 提 是 真实 的 ， 推 理 趟 确 , 其 嫩 论 必然 正确 。 当 态 和 BB 均 为 模 
精 命 题 ， 形 式 球 辑 就 无 能 为 力 了 .为 此 , 拒 德 在 模糊 集合 论 基础 上 
设计 册 一 种 模糊 下 辑 的 近 伏 性 推理 形式 ， 其 者 由 是 : 

如 果 剧 太 风 出 降温 ，; 太 提 前 : A-*B 
现在 刊 风 特大 ， 小 提前 各 

所 以 ， 降 温 大 约 特 太 绪论: Bi 
又 策 如 ， 人 人 和 们 认为 ， 瑟 果 红 了 则 熟 了 (一 B)。 现 在 ， 这 苹果 有 
点 红 ( 态 1)， 那 么 这 芋 果 有 点 熟 (BI)， 被 此 界限 模糊 ,而 且 大 前 
提 中 红 条 熟 之 间 己 只 反映 一 种 事物 条 人 忻 和 结果 的 模糊 关系 ， 

第 三 ， 研 究 模 糊 数 学 的 应 用 ， 

模糊 数学 发 展 的 主流 是 在 它 的 应 用 方面 。 既 然 模 类 性 概念 已 
经 找到 了 模糊 集 的 刻画 方式 ， 那 么 人 类 运用 概念 进行 判断 、 评 
价 、 推 理 、 规 划 、 决 渍 和 控制 的 过 程 也 可 以 用 模糊 数学 移 方法 来 
逐步 刻画 。 例 如 ,， “模糊 察 类 分 析 " 维 时 利用 模糊 关系 来 对 事物 进 
行 济 糊 性 划 分 的 方法 ;“ 重 精 模 式 识 别 " 绽 出 了 民 糊 福 事 物 锡 说 别 
方法 : “模糊 综合 评判 “在 多 因素 场合 给 出 了 对 事物 进行 评定 的 方 
法 ; “模糊 规划 "给 由 了 模 钢 性 限制 条 件 下 的 规划 模型 与 解法 ;“ 模 
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类 决策 ”给 出 了 多 目标 情形 下 能 反映 决 策 省 意志 与 经 验 的 决策 方 
法 ; “模糊 和 猴 制 "给 出 了 当铺 确 数 学 异型 难以 建立 而 又 有 人 的 实际 
控制 经 验 可 以 采纳 时 的 模糊 性 系统 控制 方法 。 这 些 方 法 攀 成 了 一 
种 模 粮 性 系统 理论 ， 构 成 了 一 种 尽 准 数学 的 欠 形 。 这 些 方法 已 开 
娘 在 各 个 领域 中 获得 应 用 , 

柜 糊 数学 是 以 不 确定 的 事物 为 其 研究 对 象 。 模 灶 集 合 的 出 现 
是 数学 为 了 描述 复 杂事 物 的 需要 ， 扎 德 的 功绩 在 于 用 模糊 集合 的 
理论 找到 好 理 模 糊 往 对 象 的 途径 ， 从 而 使 研究 确定 性 对 象 的 数学 
与 不 确定 性 对 象 的 数学 沟通 起 来 。 过 去 精确 数学 、 随 机 数学 描述 
现实 感到 不 足 之 处 ， 就 能 得 到 弥补 。 这 样 ， 在 数学 的 发 展 过 程 
中 ， 它 位 之 问 相 瑟 联 系 、 相 瑟 补 充 ， 可 以 更 确切 地 描述 现实 世界 
的 数量 关系 。 在 模糊 数学 中 ， 旦 前 已 有 楼 精 拓 朴 学、 模糊 群 论 ， 
模糊 图 论 ， 模 糊 概 率 、 简 炳 诺言 学 、 樟 类 妈 辑 学 等 分 文 ， 个 桩 
糊 数 学 的 理论 还 在 继续 发 展 。 

3. 宰 梢 教学 的 应 用 

模糊 数学 已 经 在 医学 、 气 象 、 结 构 力 学 、 心 理 、 经 济 管理 、 
计量 、 石 油 、 和 地质， 环境， 生物、 农业 、 林 业 ， 人 化工， 纺织 、 语 
言 、 控制 、 遥 感 、 雷 达 ， 教 育 、 体 育 等 方面 有 了 应 用 。 在 气象 、 
结构 力学 、 控 制 、 心 理 等 方面 已 有 具体 的 研究 成 果 。 说 明 柜 糊 数 
学 是 这 些 领 域 中 的 一 项 重要 的 数学 工具 。 如 1974 年 ， 国 外 利用 楼 
糊 控 制 技 术 制 成 槛 项 控制 器 ， 并 在 实验 中 获得 成 功 。 随 后 ， 人 人 们 
对 不 同 的 复杂 控制 对 象 ， 如 炼 钢 护 、 水 泥 窗 和 热 水 厂 等 进行 了 模 
类 控制 器 的 实验 研究 ， 币 成 的 异 籽 控制 器 结构 稍 音 、 适 应 往 强 ， 
效果 好 。 它 能 控制 韭 族 性 系统 ， 对 参数 的 尝 化 有 较 强 的 适应 性 ， 
我 国 局 济 大 学 设计 制造 一 个 混凝土 搅 并 的 模糊 控制 器 ， 清华 大 
学 、 上 海 工业 大 学 着 手 进 行 模糊 控制 器 的 研究 工作 。 然 而 ， 模 类 
数学 最 重要 的 应 用 领域 是 计算 机 智能 ， 它 已 经 被 运用 于 专家 有 系统 
和 知识 工程 等 方 而 。 不 少 人 认为 它 与 新 一 代 计 算 机 多 研制 有 紧密 
的 联系 ， 目 前 ， 世 界 上 发 法 国家 正 积 汲 试制 智能 化 的 模 粮 计算 
机 ，1986 年 月 本 出 州 烈 博士 首次 试制 成 功 模 糊 推 理 机 【是 寞 糊 计 
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算 机 药 纵 型 ， 它 的 推理 运算 速度 为 1000 万 次 /种 。1983 年 在 我 国 
汪 增 毕 教 授 指导 下 已 试制 成 功 秆 二 人 台 模 糙 推 理 机 分 立 元 件 样 机 ， 
它 的 推理 运算 速 订 为 1500 万 次 / 秒 ， 这 是 我 国 让 突破 模糊 信息 处 
理 难 关 方 面 近 出 竟 重 要 一 步 ， 是 新 一 代 计 算 机 研制 和 开发 的 一 项 
高 技术 成 果 。 


二 、 突 讲理 论 


20 进 纪 70 年 伐 还 出 现 了 突变 理论 这 一 新 的 学 科 ， 已 引起 数学 
界 的 关注 。 

1， 突 让 理论 和 前 产生 

许 儿 年来， 自然 异 许多 事物 的 连续 的 、 渐 变 的 、 平 浓 的 运动 
变化 过 程 ， 部 可 以 用 微 积分 的 方法 给 以 圆满 地 和 解决。 例如 ， 地 球 
绕 太阳 旋转 ， 有 规律 地 周而复始 地 连续 不 源 进 行 ， 使 人 们 能 极其 
精确 地 预测 未 来 的 运动 状态 ， 这 可 以 运用 经 典 的 微 积分 来 措 述 ; 
但 是 ， 大 自然 的 物质 结构 在 空间 分 布 和 讨 间 延续 上 存在 着 许多 的 
分 异 线 和 关节 点 ， 如 从 星云 到 星球 ， 那 个 分 离 的 界面 是 怎样 产生 
的 ? 信 无 机 到 有 机 的 机 制 基 新 伍 获得 的 ? 从 苞 到 人 ， 第 一 把 厂 答 
的 图 象 是 如 何 构 思 移 ? 这 些 都 可 以 看 作 是 事物 及 其 运动 移 分 水 
岭 、 转 折线 ， 突 变 点 上 的 问题 。 在 自然 界 和 社会 现象 中 ， 还 有 许 
多 灾 变 和 飞跃 移 过 程 ， 飞 路 造成 的 不 连续 性 把 系统 的 行为 空间 变 
成 不 可 微 和 的 ， 微 积分 也 元 法 解决 。 便 如 ， 水 突然 泌 腾 ， 广 突然 溶 
化 ， 火 山 爆 发 ， 茶 地 突然 地 震 ， 房 屋 突然 合 塌 ， 病 人 突然 琵 亡 ， 
蝗虫 急速 繁殖 ， 等 等 。 这 种 由 渐变 、 量 变 发 展 为 突变 。 质 变 的 过 
程 ， 葵 积分 是 不 能 推 述 的 。 那 么 ， 有 没有 可 能 建立 一 种 关于 突变 
现象 的 一 般 性 数学 理论 米 找 述 各 种 飞跃 和 不 连续 过 程 呢 这 迫使 
数学 家 进一步 研究 描述 突变 的 飞 中 过程， 研究 不 连续 现象 前 数 学 
理论 .1972 年 法 国 数学 家 、 非 尔 获 奖 获 得 省 雷 内 - 托 姆 (Rene Th- 
om ) 在 (结构 的 稳定 注 和 形态 发 生 学 》 一 书 中 ， 角 确 地 阔 明 了 突 
变 理 论 ， 宣 告 了 突变 理论 的 诞生 。 

突变 理论 的 原意 是 指 突然 发 生 的 灾难 性 变化 。 英 国 著 宪 数学 
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家 齐 曼 教授 认为 ， 微 积分 可 以 解释 自然 界 中 的 连续 变化 过 程 ， 然 
而 对 于 罕 然 变化 的 自然 现象 ， 是 很 不 够 用 的 ， 托 婿 的 突变 理论 性 
能 解 杰 自然 界 中 不 连续 的 罕 变 过 程 。 章 螺 称 突变 理论 蚌 " 数 学 将 
的 一 次 智力 革 合 一 一 微 积 分 以 后 虹 重 要 的 发 现 "， 他 还 组 成 一 个 
研究 团体 ， 巷 心 销 研 ， 扩 展 应 用 ， 短 短 几 年 ， 论 文 已 有 400 多 篇 ， 
可 称 为 一 时 之 盛 。 

2. 突变 理论 的 内 容 

突变 理论 主要 以 拓扑 学 、 分 析 代 数 等 为 工具 ， 以 结构 稳定 性 
理论 为 基础 ， 提 出 了 一 条 新 的 判别 突变 、 飞 茎 的 原则 : 在 严格 控 
制 条 件 下 ， 如 及 质变 中 经 历 的 中 间 过 小 态 是 稳定 的 ， 那 么 它 就 是 
一 个 渐变 过 程 . 如 拆 一 墙 墙 ， 如 果 从 上 面 开 始 一 块 顽 地 把 获 头 拆 
下 来 ， 秽 个 过 程 都 是 结构 稳定 的 浙 变 过 程 。 如 ! 果 从 域 腾 开始 拆 
墙 ， 拆 到 一 定 程 度 ， 就 会 破坏 墙 的 结 档 稳定 性 ， 墙 就 会 哗啦 一 声 
倒 南下 来 。 这 种 结构 不 稳定 性 就 是 突变 、 飞 蚂 过 程 。 帘 变 理 论 用 
势 范 数 的 洼 存在 表示 稳定 ， 势 函数 的 汗 消 失 表 示 不 稳定 ， 有 一 赛 
运算 方法 ， 例 如， 一 个 小 球 在 洼 底部 时 是 税 定 的 ， 在 突起 顶 问 部 
是 不 稳定 和 的， 会 从 讶 端 处 深 下 去 ， 往 新 注 底 过 渡 ， 事 物 就 发 生 突 
变 ， 小 球 到 了 新 注 底 处 后 ， 又 开始 新 的 稳定 ， 所 以 。 势 函数 徇 尘 
在 在 与 消失 是 判断 事物 的 稳定 性 与 不 稳定 性 、 淘 变 与 突变 过 程 的 
数学 依据 ， 

托 姆 的 突变 理论 ,就 是 用 数学 工具 描述 系统 状态 的 飞跃 ,给 
出 系统 处 于 稳定 态 的 参数 区 域 ， 以 及 系统 处 于 不 稳定 状态 时 的 参 
数 区 域 。 参 数 变化 时 ， 了 系统 状 态 也 随 着 变化 ， 当 参数 通过 某 些 特 
定位 置 时 ， 状 态 就 会 出 现 突 变 。 罕 变 理论 提出 一 系列 数学 模型 ， 
用 以 解释 让 然 界 和 社会 现象 中 所 发 生 购 不 连续 的 变化 过 程 ， 描 述 
各 种 现象 如 何 从 一 种 形式 突然 地 飞 获 到 很 本 不 则 的 另 一 种 形式 。 
如 岩石 的 破裂 ， 桥 深 的 断 塌 ， 细 胞 的 分 裂 ， 有 凸 胎 的 变异 , 市场 的 
破坏 以 及 社会 结构 的 激 变 ， 等 等 。 

按照 突变 理论 ， 自 然 界 和 社会 现象 中 的 大 量 的 不 连续 事件 ， 
可 以 由 某 种 特定 的 几何 形式 来 表示 ， 托 姆 指出 ， 发 生 在 三 维 空 间 
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和 一 维 时 间 的 四 个 因子 控制 下 的 突变 ， 有 七 称 突 变 类 型 ， 折 车 突 
变 、 尖 项 突变 、 蓝 尾 突 变 、 虹 晤 突变 、 双 曲 及 型 突变 彬 贺 脐 
型 突变 以 及 抛物 脏 型 突变 等 ， 每 一 种 突变 都 与 一 个 势 函 数 祝 联 
系 。 

水 的 气 滚 相 变 过 吉 , 可 用 尖顶 突变 模型 来 描述 ，( 见 图 14-1). 
图 中 p 轴 表 示 密 席 ，P 轴 表 
示 压 力 ， 了 和 轴 才 孙 温 度 ， 阳 
面 上 的 每 一 个 点 表示 水 的 密 
左 状 态 ， 顶 时 和 底 叶 宕 示 密 
度 的 稳定 状态 【 即 液态 和 气 
态 )， 申 站 时 表示 密度 的 不 
稳定 状态 《 即 似 水 非 水 ， 似 
气 徘 气 状 态 )， 三 叶 的 汇 会 
点 QQ 天 东风 和 界 点 所 对 应 的 密 
席 ， 曲 你 总 息 势 由 高 往 廉 贪 
余 ， 说 明 随 着 温 座 增高 ， 压 图 14-1 
力 降 低 ， 水 由 高 密度 的 液态 变 为 低 密 度 的 气态 。 

从 这 个 窒 变 模型 我 们 可 以 看 到 ， 水 从 液 胡 变 为 气态 ， 或 从 气 
态 变 为 液态 ， 可 以 通过 两 种 方式 ， 一 种 是 当 温 谭 压力 沿 着 AF8B 
方向 变化 时 。 起 初 ， 在 AF 阶段 ， 随 着 温度 逢 高 压力 降低 ， 水 的 
密度 情 沿 着 上 时 连续 十 人， 但 还 保持 在 高 密 底 液态 区 ， 而 到 了 折 
和 的 边缘 斑点 ， 上 时 突然 中 断 ， 水 的 密度 值 一 下 子 帕 到 下 时， 取 
从 液态 蓝 到 气态 区 ， 发 生 一 种 不 连续 的 突变 。 即 水 加 热 到 100% 
沸 聘 ， 变 为 水 燕 气 的 过 程 。 另 一 种 是 当 温 度 压 力 河 着 CD 方向 变 
化 时 ， 水 的 密度 值 随 着 温度 升 商 压力 降低 而 逐渐 下 降 ， 它 经 由 一 
系列 似 水 非 水 ， 似 气 非 气 的 中 间 状 态 连续 地 变化 为 气态 . 即 相 当 
一 杯 与 空气 接触 的 水 逐渐 挥发 ， 变 成 水 蒸气 的 过 程 。 

这 两 种 方式 也 适用 于 气态 转变 为 液态 的 过 程 。 气 态 转变 为 液 
态 可 以 分 别 通过 BE 4 的 飞跃 和 DC 的 渐变 方式 来 进行 。 不 过 ， 以 
飞跃 疗 式 进行 时 ， 飞 哮 的 关节 点 是 上 ， 密 度 值 是 在 EB 点 一 下 子 由 
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下 叶 跤 到 上 叶 ， 即 由 气态 区 上 升 到 液态 区 ， 这 就 是 冷凝 过 程 . 

例如 ， 用 大 拇 沸 和 中指 夹 持 一 自 有 弹性 的 钢 给 ， 使 其 向 上 次 
曲 ， 然 后 用 力 压 钢丝 使 其 变形 ， 继 续 加 大 外 力 ， 当 达到 一 定 程度 
时， 钢丝 就 会 突然 向 下 弯曲 ， 这 是 从 活 中 常见 的 一 种 突变 现象。 
它 有 两 个 稳定 状态 ， 上 弯 和 下 压 ， 状 态 出 两 个 参数 所 次 定 ， 一 是 
手指 淆 特 的 力 《 水 平方 向 )， 一 是 对 钢丝 的 压力 《垂直 方向 )， 可 
用 尖 磺 型 来 找 述 。 氢 氧化 物 的 水 溶液 有 3 种 基本 和 镍 质 ; 《617 强 悉 
性 ，(2) 强 威 性 ; (3) 不 电离 。 显 然 ， 具 要 选择 适当 的 控制 变 
量 ， 在 控制 平面 上 这 些 性 括 的 中 介 状 态 ， 即 弱 碱 、 弱 酸 和 两 性 区 
的 分 布 均 可 应 用 山 蝶 突变 模型 描述 。 尖 项 突变 型 和 滑 蝶 突变 型 定 
几 种 质 态 之 闻 能 够 可 逆转 化 的 模型 。 自 然 界 还 有 些 过 程 是 不 可 道 
和 的， 比如 死亡 是 一 种 突变 ,， 活 大 可 以 变 为 死人 ， 上 反 过 来 却 不 行 。 
这 一 类 过 程 可 以 用 折 梧 突变 型 、 药 尾 帘 变型 等 势 廊 数 最 高 奇 次 的 
模型 来 措 述 ，《 见 图 14-2)， 
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向 白垩 型 D, 燕尾 型 c 蝴 急 但 


图 14-2 

突变 理论 阐明 了 上 自然界 发 生 的 质变 可 以 通过 二 种 方式 来 实 
得 ， 质 变 可 以 通过 洋 变 方式 来 实现 ， 也 可 以 通过 渐变 方式 来 实 
现 ， 并 给 出 了 实现 这 两 种 方式 的 条 件 和 范围 ， 还 说 明 突 变 方 式 和 
渐变 方式 二 者 之 间 没 有 绝对 的 鸿沟 .它们 相互 联系 ,在 一 定 情 沈 下 
质变 的 突变 方式 和 渐变 方式 之 间 可 以 相互 转化 。 这 说 明 客 观 事 物 
的 慎 变 的 关节 点 是 一 个 过 渡 区 或 折 迫 区 ， 而 不 仅仅 是 一 个 点 而 
已 。 水 液态 转化 为 气态 是 尖顶 型 《 见 图 14-3)。 如 果 控 制 曲线 48B8 
穿 过 折 友 区 ， 当 温 庶 逢 高 到 100 "人 ， 压 力 降 低 ， 水 的 密度 小 ， 发 
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图 14~3 


生 了 不 往 续 ,水 处 于 不 稳定 状态 ， 就 会 沸腾 ， 就 是 究 亚 。 如 果 控 
制 曲 线 沿 CD 方向 ， 绕 过 折 和 连 区 临 淹 点 @@， 水 就 能 遂 不 经 过 沸腾 
而 由 一 系列 水 、 气 之 辣 的 过 站 状态 转化 为 气 。 在 常 下 下， 当 温 度 
处 于 0 一 100'C 之 闻 时 ， 滚 相 密 诬 完 全 出 温度 兵制 ， 水 的 变化 是 
渐变 ， 水 处 于 稳定 状态 中 。 所 以 ， 折 选区 的 存在 是 区 分 粳 种 质变 
形式 的 禄 本 界限 ， 俐 它 的 存在 基 在 数学 上 得 到 严格 证 明和 的 。 控 制 
一 个 质变 按 突变 方式 进行 还 是 按 渐 变 方 式 进行 ， 完 全 到 天 于 如 何 
控制 条 件 的 变化 ， 尽 管 变化 的 起 点 相同 ,结果 也 相同 , 条 件 党 A8 
方 问 变 化 就 发 生 突变 ,条 人 性 滑 CD 方向 变化 就 发 生 渐 次。 具 要 
改变 控制 条 件 ， 就 能 合 浙 变 转化 为 突变 ， 或 僵 突 变 转 化 为 渐变 。 
所 以 ， 突 变 理 论 是 用 形象 而 精确 的 数学 模型 来 描述 质量 互 变 过 
程 。 

3 突变 理论 的 应 用 

突破 理论 症 自 然 科学 中 有 广泛 应 用 。 在 物理 学 中 它 被 用 于 研 
究 相 变 、 分 又 、 混 沌 与 突变 的 关系 ， 所 出 动态 系统 、 奏 线 性 力学 
系统 的 突变 模型， 解释 物理 过 程 的 可 重复 性 是 结构 稳定 性 的 表 
更 ,在 人 学 中 ， 用 晴 蝶 型 描述 氢气 化物 的 水 深 滚 ， 用 尖顶 型 描述 
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水 的 液 ， 气 、 出 的 变化 等 。 在 生态 学 中 研究 了 生物 三 的 消长 与 生 
灭 过 程 ， 提 出 了 根治 蝗虫 的 模型 与 方法 。 在 医学 中 ， 我 国 辽 宁 一 
位 中 医 ， 用 尖顶 突变 型 描述 中 医 阴 阳 理 论 ， 交 得 一些 成 休 。 在 大 
气 科学 中 证 明了 环境 参数 的 改变 能 引起 天气 运动 的 多 量 平 衡 态 的 
突变 型 相互 转换 。 在 地 震 科学 研究 中 ， 探 讨 了 岩 体 准 兽 春运 动 失 
稳 的 尖顶 突变 借 型 ， 研 究 了 地 震 的 孕育 过 程 与 发 震 机 人 制 。 

突变 理论 在 工程 技术 中 的 应 用 。 研 究 了 弹性 结构 的 稳定 性 ， 
通过 桥梁 过 载 导 致 肛 坏 的 实际 过 程 ， 提 出 最 优 结构 设计 。 还 可 用 
突变 理论 研究 炸弹 澡 炸 的 机 理 、 船 船 的 稳定 锤 。 例 如 ，1980 年 10 
月 7 日 ， 我 国 广州 远洋 运输 公司 的 “西江 苇 " 货 秀 ， 在 日 本 都 并 邮 
海域 遇 到 狂风 ， 船 体 剧烈 揪 押 之 后 突然 倾覆 遇难 。 通 过 应 用 突变 
理论 分 析 ， 发 现在 船 的 稳 心 处 存在 一 个 尖顶 突变 ， 而 当 船 舶 超载 
(或 处 于 海浪 的 波 妖 》 时 ， 贷 得 可 能 性 增加 是 由 燕尾 突变 引起 
的 

突变 理论 在 社会 现象 的 应 用 归结 为 某 种 量 的 突变 问题 ， 人 们 
施加 控制 因素 影响 社会 状态 是 有 -一 定 条 件 的 。 只 有 在 控制 因素 达 
到 临 异 点 之 前 ， 状 态 才 是 可 以 控制 的 ， 一 旦 带 根本 性 的 成 亚 发 
生 ， 它 就 才 现 为 无 法 控制 的 突变 过 程 ， 用 突变 理论 对 社会 进行 高 
层次 的 有 效 控制 ， 需 要 研 究 种 物 状态 与 控制 因素 之 问 的 关系 ， 以 
及 熏 定 区 、 非 稳定 区 域 、 临 异 曲 线 的 分 布 特点 。 还 要 研究 突变 的 
方向 与 幅度 。 这 种 控制 有 如 下 特征 ， 

(1) 是 由 稳定 状态 控制 变 为 超 稳定 状态 仿制 。 通 常 的 控 铅 者 
是 追求 与 保持 某 一 稳定 态 ， 赵 稳定 控制 则 是 寻找 着 过 某 各 非 稳定 
态 到 稳定 态 的 突变 ， 达 到 新 的 更 高 级 的 净 定 态 。 有 魄力 的 领导 者 
敢于 放手 使 系统 进入 超 稳 定 态 ， 破 坏 间 的 稳定 秩序 进入 一 个 非 稳 
定 态 ， 通 过 突变 达到 新 的 更 高 级 的 稳定 态 。 改 革 就 是 超 稳 定 控 
制 。 

(2) 由 状态 控制 变 为 演化 过 程控 制 。 通 常 的 控制 只 是 从 当前 
的 效果 出 发 ， 是 表态 的 控制 。 耐 演化 过 程控 制 的 日 标 则 是 使 状态 
按 人 们 所 希望 的 演化 过 程 与 演化 方向 变化 ， 是 动态 的 ， 高 县 远 归 
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的 全 过 程 扩 制 。 例 如， 价格 调整 实施 ， 就 不 仅 要 考 十 齐 当 部 的 益 
济 平衡 ， 而 且 要 充分 考 嵌 到 由 此 发 端的 状态 突变 及 整个 溃 化 过 程 
造成 的 经 济 效 果 。 

《3) 由 消极 控制 变 为 积极 控制 。 通 常 的 控制 因素 之 所 以 只 能 
实现 稳定 控制 ， 状 态 控 制 ， 原 因 就 在 于 将 受 控 系 统 当 作 消 极 、 被 
动因 素 。 积极 控制 则 不 仅 考 志 外 部 榨 制 因素 ， 击 且 也 把 受 控 系 统 
内 部 因素 当 作 高层 次 的 控制 因素 。 

《47 由 单词 控制 变 为 过 回 控制 。 通 常 的 控制 都 是 单调 变动 控 
制 ， 尽 管 这 科 ' 控 和 制 的 主观 记 望 是 使 状态 沿 最 短路 径 接近 目标 ， 但 
它 会 因 和 急于 求 成 而 适得其反 。 填 岂 控 制 是 灵活 地 调动 包括 内 部 因 
素 在 内 的 控制 因素 ， 有 进 有 适 、 有 增 有 了 碱 ， 使 状态 变化 巧妙 地 说 
着 迁 回 的 路 径 ， 达 到 所 希望 的 突变 临界 值 。 


二 、 分 形 几何 学 


普通 几何 学 研究 的 对 象 上 共有 整数 维 数 ， 如 零 维 的 点 、 一 维 的 
线 、 二 维 的 面 、 三 维 的 立体 、 乃 至 四 维 * 时 空 *。 最 近 于 几 年 ， 产 
生 了 新 兴 的 分 形 几 何 学 ， 空 间 具 有 不 一 定 是 整数 的 维 ， 而 是 一 个 
分 数 维 数 ， 这 是 几何 学 的 新 突破 ， 引 起 数学 家 和 自然 科学 工作 者 
的 极 大 关注 。 

1 分形 几何 学 的 产生 

首先 ， 自 然 界 中 许多 事物 ， 存 在 着 复杂 的 无 规则 的 、 不 光滑 . 
的 、 不 可 微 的 现象 ， 它 们 没有 特征 长 度 ， 但 又 具有 当 相 侯 的 “及 
次 ”结构 ， 在 理想 情况 下 ， 甚 至 是 无 穷 多 层次 。 适 当地 放大 或 闹 
小 几何 尺寸 ， 整 个 结构 并 不 改变 。 不 少 复杂 的 物理 现象 ， 背 后 是 
有 反映 这 类 屋 次 结 将 的 分 形 几 何 学 。 如 连 缩 的 山峰 、 迪 贤 的 河流 ， 
曲折 的 海岸 线 、 星 云 的 分 布 ， 地 震 ， 负 流 ， 凝 涌 体 ， 相 恋 敌 都 内 
有 自 相似 性 . 

客观 事物 有 它 自己 的 特征 长 度 ， 颖 用 恰当 的 尺 去 测量 。 用 尺 
来 量 万 里 长 城 ， 丸 品 太 短 ， 用 中 来 测 大 肠 社 菌 ， 又 谨 太 长 ， 从 而 
产生 特征 尺度 。 在 建立 和 求解 数学 模 涩 ， 试 图 定 童 地 描述 自然 现 
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象 时 ， 抓 住 特 征 尺 庶 是 关键 环节 ， 一 个 好 的 模型 ， 往 往 楼 涉 必 二 
个 层次 ， 一 个 由 特征 尺 床 决 定 的 基本 层次 ， 更 大 尺度 的 环境 前 
“平均 场 ”， 次 定 外 力 的 * 位 势 *" 等 等 起 代 ， 而 更 小 尺 底 上 的 相 立 作 
用 ， 化 成 了 座 氛 系数 、 扩 散 系 数 这 些 通常 取 自 实验 的 “常数 "。 如 
果 要 从 理论 上 上 推 笑 摩 氛 或 扩散 系数 ， 那 就 必须 转 入 更 细 的 层次 ， 
从 物质 运动 的 更 为 微观 的 图 像 册 发 。 看 淮 了 特征 尺 讼 ， 问 题 就 化 
较 容 局 解决 。 

还 有 许多 事物 存在 着 无 规则 的 现 党 ， 它 没有 特征 尺 认 ， 就 必 
须 同时 考 虚 从 小 到 大 的 许 许多 多 尺度 《或 者 叫 “ 标 诬 "),， 这 呀 作 
“无 标 度 性 "的 问题 。 如 物理 学 中 的 涡流 ， 消 流 是 自然 界 中 普遍 现 
象 ， 小 至 更 室 中 红 绕 的 表 烟 ， 大 全 木星 大 气 中 购 涡 流 ， 都 是 十 分 
紊乱 的 流体 运动 。 流 体 宏观 运动 的 能 量 ， 经 过 大 ，、 中 小 、 微 每 
许 许 多 多 尺度 工 的 旋涡 ， 最 后 转化 成 分 了 尺度 上 药 热 运动 。 同 时 
涉及 大 其 术 同 尺度 的 运动 状态 ， 就 需要 借助 “无 标 座 性 ”解决 问 
题 ， 滑 流 中 高 旋涡 区 域 ， 就 慌 要 用 分 彤 几何 学 。 

法 国 数学 六 学 德尔 郝 罗 特 CBB.Mandel brot, 1924~ } 
在 他 的 鞠 作 中 探讨 了 英国 的 海 举 线 有 多 长 ? 这 上 要 依赖 测量 时 所 
使 用 的 尺度 ， 如 时 用 公里 作 测量 单 实 ， 从 用 米 到 几 十 米 的 一 些 昌 
折 会 被 忽略 。 政 用 米 来 作 单 位 ， 测 得 的 总 长 度 会 增加 ， 但 是 一 些 
厘米 证 级 以 下 就 不 能 反 晓 出 来 。 由 于 涨潮 落 潮 使 海岸 线 的 水 陆 分 
界线 内 有 各 种 尽 次 的 不 规则 性 。 海 岸 线 在 大 小 两 个 方向 都 有 自然 
的 限制 ， 到 不 列 苏 筷 外 绿 上 几 个 突出 点 ， 用 直线 把 它们 连 起 来 ， 
得 到 海 浴 线 长 度 的 一 种 下 界 。 使 用 比 这 些 直线 段 更 长 的 尺度 是 没 
有 意义 的 。 还 有 海 沙 石 的 最 小 尺 庶 是 原子 和 分 子 ， 使 用 更 小 揭 尺 
度 也 是 没有 意义 的 。 在 这 两 个 自然 限度 之 间 ， 存 在 着 可 以 变化 许 
多 个 数量 级 的 “无 慰 度 "区 。 长 度 不 是 海岸 线 的 定 芭 特 征 ， 就 疤 用 
分 煞 维 。 后 米 ， 数 学 家 寇 于 从 一 个 正方 形 的 “ 岛 " 出 发 ,> 始终 保持 
面积 不 变 ， 把 它 的 “海岸 线 " 变 成 无 限 曲线 ， 其 总 长 度 也 不 断 增 
可， 趋向 无 穷 大 。 实 际 上 ， 分 数 维 才 是 冠 赫 总 海岸 线 的 确切 的 特 

基 。 海 岸 线 分 数 维 均 介 于 1 测 2 之 间 。 
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这 些 直 然 现象 ， 特 别 是 物理 现象 和 分 形 有 密切 联系 ， 银 河 系 
中 的 若 断 落 续 的 主体 分 布 ， 它 县 有 分 数 维 的 骸 引 子 。 驳 孔 介 质 中 
的 流体 运动 和 由 之 产生 的 渗流 模型 ， 邦 是 分 形 的 研究 对 象 ， 促 使 
数学 家 深入 研究 ， 从 答 产 生 了 分 形 几何 。 

第 二 ， 电 子 计算 机 图 形 曙 示众 助人 们 推 开 了 分 形 的 大 门 ， 这 
论 具 有 无 穷 层次 结构 的 宏伟 建筑 ， 每 一 个 角落 里 都 存在 元 限 峰 套 
的 迷宫 条 回廊 ， 促 使 科学 家 和 数学 家 深入 钴 全 。 

第 三 ， 从 数学 中 看 。 为 分 形 理论 孕育 和 诞生 做 出 过 重要 贡献 
网 有 ， 康 托 尔 、 皮 亚 诺 、 勒 幢 格 、 豪 斯 多 夫 (Felix Hausdorff， 
868~ 人 1942， 德 国 数学 家 ) , 科 替 等 卓越 的 数学 家 。 但 是 ， 法 国 数 
学 家 曼 德 尔 孝 罗 特 镀 精通 计算 机 又 精通 数学 ， 他 在 物 承 前 辈 研究 
战果 基础 上 ， 于 1975、1977 和 种 1982 年 先后 用 法 文 和 区 广 出 版 了 三 
本 书 ， 特 别 是 4 分 形 一 一 形 ， 机 过 和 和 维 数 》) 以 及 《自然 界 中 的 分 形 
几何 学 》， 开创 了 新 的 数学 分 支 一 分形 几 何 学 。 

2。 人 分形 几 和 何 学 的 内 容 

分 形 几 何 学 的 基本 怕 想 是 ;客观 事物 具有 自 相 似 的 “层次 ” 结 
构 ， 户 部 与 莫 体 在 形态 、 功 能 、 信 息 、 时 间 、 空 间 等 方面 具有 统 
计 意 六 上 的 相似 性 ， 称 为 自 相似 性 ,分 形 蚀 自 相 似 性 ， 即 在 通常 
的 几何 变换 下 ， 分 形 具 有 不 变性 。 分 形 除了 本 身 的 天 小 外 ， 不 存 
在 能 表示 其 内部 构造 的 特征 长 度 。 最 初 ， 曼 德尔 勃 罗 特 把 分 形 定 
义 为 “ 豪 斯 多 夫 维 数 严 格 大 于 拓扑 维 数 的 集合 "。 为 了 避免 这 一 定 
义 的 少 厚 的 数学 味道 ， 他 在 1986 年 又 给 出 定义 “其 组 成 部 分 与 
整体 以 革 种 方式 相似 的 “ 形 ′ 伺 作 分 形 "。 也 就 是 说 ,分 形 是 指 一 
类 极其 破碎 面 复杂 ， 但 有 其 自 相似 或 自 仿 射 性 的 体系 。 分 维 是 定 
量 描 述 分 形 的 重要 参数 。 在 分 形 的 自 相似 性 概念 中 ， 把 在 形态 或 
结构 上 弃 在 自 相 似 性 的 几何 对 象 称 为 分 形 ， 研 究 这 种 分 形 的 科学 
称 为 分 形 几 何 学 。 

维 数 是 几何 对 象 的 一 个 重要 特征 量 。 它 是 为 确定 几何 对 象 中 
一 个 点 的 位 置 所 需 的 独立 坐标 数 日 。 在 欧 氏 室 间 中 ， 地 图 上 的 点 
有 甸 纬 商 个 举 标 ， 一 只 集装箱 有 长 ， 宽 、 高 三 个 尺寸 ， 它 们 分 别 
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是 二 维和 三 维 的 几何 对 党。 对 十 更 扎 笋 或 化 获 的 对 象 ， 肉 取 在 入 
个 局 部 可 以 和 欧 氏 空间 对 应 ， 也 容易 确定 维 数 。 即 使 把 这 样 的 儿 
何 对 得 连续 地 拉 健 ， 压 缩 、 扭 曲 ， 维 数 也 不 会 改变 ， 这 就 是 拓扑 
维 数 ， 以 后 用 字 终 4 表示 。 

维 数 和 测量 有 密切 关系 ， 为 了 测量 一 块 平面 图 形 的 面积 ， 可 
以 用 一 个 边 长 为 1、 面积 为 的 "标准 "方块 去 覆盖 它 。 所 得 的 方块 
数目 就 是 它 的 面积 《以 为 单位 )， 


于 型 医 形 再 积 . 有限 数 一 面 积 ， 


因果 用 标准 长 度 ! 去 测 面积 ， 那 就 会 得 到 无 穷 大 ，. 
平面 图 形 面积 oo， 


相反 ， 用 标准 立体 8 去 测量 没有 体积 的 平面 ， 结 果 是 零 ， 
平面 图 形 面积 _ 


我 们 看 到 ， 用 x 锥 的 标准 体 六 去 测量 基 个 几何 对 象 时 ， 只 有 # 
与 拓扑 维 4 一 致 时 ， 才 能 得 到 有 限 的 结果 。 如 果 8%d， 结 果 是 
s 。 如 果 m> dg， 则 得 到 0。 这 个 简单 的 观察 ， 以 后 要 推广 来 定 义 
更 普遍 的 维 数 ， 
现在 换 一 种 方式 来 考虑 问题 ， 把 一 个 正方 形 的 每 个 边 长 道 如 
为 原来 的 3 俐 ， 得 到 一 个 大 正方 形 ， 它 正好 等 于 3 一 9 个 原来 的 
下 方形。 类 位 地 ， 拒 一 个 正方 体 的 每 个 边 长 增加 为 原来 的 3 售 ， 
就 得 到 33==27 个 原来 大 小 的 立方 体 。 推 面 广 之 ， 一 个 4 维 几 何 对 
象 的 每 个 独立 方 南 ， 都 增加 为 原来 的 ! 迟 ， 结 果 得 到 个 原来 的 对 
象 ， 这 三 个 数 之 间 的 关系 是 5 一 点 。 贰 在 把 这 个 关系 式 两 面 可 对 
数 ， 写 成 
_ lnNy 
ln! 
我 们 就 完成 了 一 次 “ 飞 刻 "，d 不 由 是 整数 。 以 后 把 这 样 推广 定义 
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的 维 数 称 为 分 维 ， 用 大 写字 母 记 为 万 〔 殉 图 14-4)。 

例如 ， 取 (0，1) 线段 三 等 
分 之 后 售 去 中 段 ， 剩 下 的 每 段 再 
三 等 分 舍 去 中 段 ， 如 此 无 限 
次 划分 和 舍 去 ， 最 后 的 极限 是 无 
穷 多 个 点 的 集合 ， 这 就 是 一 种 康 
托 尔 集合 ,，( 见 图 14-5)。 其 拓扑 
维 数 d 一 0。 去 掉 原 图 的 第 一 行 ， 
再 到 剩 下 图 形 的 左 半 部 分 作为 一 
个 对 象 ， 把 尺寸 放大 i! 一 3 供 ， 就 
得 到 六 二 2 个 原来 的 图 形 , 套用 公 
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De —0.630029% 
图 14-5 
及 如 ， 这 是 一 种 窟 赫 岛 ，( 见 图 14~6)， 最 初始 的 焉 方形 每 边 
长 都 到 为 1， 作 为 基本 的 单元 。 第 二 个 图 形 的 最 小 构成 单位 是 边 
长 为 176 的 正方 形 《 因 此 不 难看 出 ， 该 图 形 海 岸 线 的 长 度 为 176 的 
72 情 》， 只 要 把 边 长 放大 6 情 ， 即 ! 王 6， 它 才 是 我 们 的 基本 单元 。 
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图 14-6 
此 时 由?72 个 小 单元 组 成 的 海岸 线 的 长 庆 也 成 为 72。 于 是 ， 与 此 对 
家 的 初始 正方 形 的 每 边 变 成 为 N 一 72/4 一 18 个 。 考 察 作 图 方法 ， 
可 以 看 出 每 前 进一步 ，! 和 N 都 按 同 祥 的 倍数 变 。 这 样 算得 的 寇 替 
岛 海岸 线 的 分 维 是 ， 
pe 
所 以， 碌 托 尔 混 合 和 续 赫 总 ， 它 们 的 分 形 都 具有 无 穷 自 相似 
的 层次 ， 昼 从 比较 简单 的 构造 规则 ， 是 典型 的 构造 篇 单 的 分 维 ， 
对 于 规整 的 几何 对 象 ， 可 以 使 用 统一 的 长 度 变 换 倍 数 1。 然 
和 而， 分 形 并 不 限于 规整 对 象 。 在 海岸 线 长 度 中 ， 总 长 度 与 所 使 用 
的 测量 单位 有 关系 。 为 了 测 得 精确 一 些 ， 我 们 不 是 把 尺寸 放大 为 
原来 的 【1 售 ， 贡 是 把 测 姑 单位 缩小 为 原来 的 。 售 ， 其 实 1 一 1/e， 
只 有 不 断 缩小 e:， 才 能 使 结果 精益 求 精 ， 测 得 的 长 座 NVCe) 也 随 荐 
s 减 小 而 增 大 。 分 数 维 定义 中 的 N 和 1， 要 换 成 N(s) 和 1/s， 而 且 
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要 看 s 不 断 编 小 时 有 没有 极限 存在 ， 于 是 
C= lim lnNt{ze) 
?一 人 intl/e) ” 

这 里 写 了 字母 C， 是 因为 严格 说 来 ， 它 只 是 康 托 尔 集合 等 “ 奇 怪 
集合 ”的 "容量 "。 为 了 使 它 成 为 维 数 ， 我 们 还 要 念 了 要 前 耐用 长 床 ， 
面积、 体积 蜀 盖 平面 图 形 ， 分 别 得 到 m 、 有 限 数 和 0 的 办 法 ， 把 
C 的 数值 上 下 调整 一 番 。 划 果 能 存在 一 个 数 Do, 当 C< Do 时 N(e)e 
趋 近 无 穷 大 ，C Do 时 N()e? 笨 近 去，C= Do 时 N(g)e* 趋向 有 
限 数 .。 这样 的 万 o 才 是 相应 “奇怪 集合 "的 分 数 维 。 它 又 吗 作 豪 斯 多 
去 维 数 ， 因 为 这 基本 上 就 是 豪 斯 多 夫 时 在 1919 年 引入 的 维 数 定 
义 。 在 多 数 实际 问题 中 ， 可 以 不 管 容量 和 豪 斯 多 夫 维 数 的 细致 差 
别 ， 一 律 称 之 为 分 数 维 ，。 

3。 分 形 几 柯 学 的 应 用 

分 形 儿 条 已 在 自然 界 与 物理 学 中 得 到 应 用 ， 如 在 显微镜 下 现 
察 落 入 液体 中 的 一 粒 花 粉 ， 会 看 到 它 不 间断 地 做 无 规则 运动 ， 这 
是 花粉 在 大 量 液体 分 子 的 元 规则 碰撞 (每 秒 锅 多 达 1015 次 ) 下 表 
现 的 平均 和 行为。 布朗 粒子 的 胃 道 ， 出 各 种 尺寸 的 线 连 成 。 只 要 有 
足够 高 的 分 辨 力 ， 就 可 以 发 现 原 以 为 是 直线 段 的 部 分 ， 其 实 由 大 
量 更 小 尺度 的 折线 连 成 。 这 是 一 种 处 处 连 继 ， 但 又 处 处 无 导数 的 
曲线 。 这 种 布朗 粒子 轨迹 的 分 数 维 Do 等 于 2， 大 大 高 于 它 的 拓扑 
维 数 4 一 1， 这 是 一 和 神 分 形 。 顺 重 指 出 ， 只 枚 大 于 拓扑 维 、 分 数 维 
虽 取 连 数 值 ， 它 仍 是 分 维 。 

在 某 些 电化 学 反应 中 ， 电 极 附近 训 积 的 固态 物质 ， 以 不 规 出 
的 精 被 形 礼 向 外 现 长 。 受 到 污染 的 一 些 水 流 中 ， 精 在 藻类 植物 上 
的 晒 粒 和 了 胶 状 物 ， 不 断 因 新 的 沅 积 而 生长 。 成 为 带 有 许多 须 须 毛 
毛 的 枝条 态 ， 就 可 用 分 维 ，。 

自然 界 中 更 大 的 尺 麻 上 也 存在 分 形 对 雏 。 一 技 粗 干 可 以 分 出 
不 规 赔 的 枝 权 ， 每 个 枝 板 悉 续 务 为 细 梳 ， 光 人 … 译 少 有 十 几 次 分 极 
的 层次 ， 可 用 分 形 玫 人 坷 去 测算 ， 就 得 到 1 和 2 之 间 的 分 维 。 

有 人 研究 了 某 些 云彩 边界 的 上 及 何 性 质 ， 发 现存 在 从 1 公里 到 
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1000 公 里 的 无 标 度 区 。 小 于 1 公里 的 靶 傈 ， 更 受 地 形 地 貌 影响 ， 
大 于 1000 公 时 时 ， 地 球 曲 率 并 始 起 作用 。 大 小 两 端 都 受到 一 定 的 
特征 尺度 上 限制， 中间 有 三 个 数量 级 的 无 标 度 区 ， 这 已 经 足够 帘 
了 。 分 形 就 存在 这 中 间 区 域 ， 实 际 测 出 的 分 数 维 Do 大 约 是 1,35。 

近 几 年 站 流 体力 学 不 稳定 和 性、 光学 双向 器 和 性、 化 学 据 葛 反 
应 、 等 离子 依 中 波 的 相互 作用 等 现象 的 非 线性 微分 方程 ， 往 往 包 
会 将 两 种 对 立 的 因素 。 一 方面 ， 从 局 部 看 ， 存 在 不 稳定 的 运动 模 
式 ， 使 得 菜 一 时 刻 靠 得 很 近 的 两 条 较 道 ， 在 下 一 时 刻 就 迅速 离 
开 。 另 一 方面 ,保守 系统 的 相 体 积 不 变 ， 耗 散 系 统 的 看 体积 要 缩 
小 ， 运 动 轨迹 不 能 路 到 千里 之 外 ， 这 是 一 种 整体 性 的 稳定 因素 。 
把 这 两 种 对 立 倾向 油 舟 的 办 法 ， 就 是 运动 轨迹 要 无 穷 无 尽 地 拭 曲 
和 折 法 。 在 保定 情 兹 下 ， 这 就 导致 随机 的 轨道 分 布 ， 面 在 耗 散 情 
帝 下 ， 形 成 “ 混 纯 吸引 子 ”。 混 汪 吸 引子 是 系统 总 体 稳定 性 和 局 部 
不 稳定 人 性 共同 作用 的 产物 。 混 沌 咀 引 子 是 一 种 分 形 ， 它 无 穷人 次 折 
壕 便 混 神 吸引 子 上 共有 针 套 的 白 相 似 结 构 和 非 整 数 的 维 数 。 如 仇 依 
吸引 子 ， 是 最 星 发 现 的 一 种 混沌 吸引 子 ， 图 14-7(.4 0) 那样 娄 似 出 
么 跑道 的 弯 月 图 形 ， 它 是 1 万 次 选民 的 结果 。 图 14-7CB8)~(D)， 
依次 是 前 一 图 内 小 方 框 中 图 形 的 放 太 。 可 以 略 出 ， 在 不 同 放 太 傍 
数 下 的 图 形 ， 结 构 上 是 相似 的 。 弯 月 形 的 依依 吸引 子 ， 是 由 不 同 
层次 的 “ 线 结构 "组 成 和 的， 这些 线 称 为 轨 线 。 这 种 由 不 同 尾 次 的 较 
线 构成 的 白 相 似 性 结构 的 混沌 吸 引子 ， 它 是 一 种 分 形 ， 经 计算 它 
的 分 维 Do1.26，。 

特 北 学 中 ， 高 分 子 人 及 称 大 分 子 ， 大 分 子 链 是 一 条 随机 分 形 山 
线 ， 从 大 分 子 链 本 身 的 结构 来 看 ， 可 分 为 线 型 链 ， 支 化 链 和 网 状 
链 。 以 树 作 比 喻 ， 线 型 链 就 是 没有 树枝 的 树 于 ， 支 化 链 就 是 有 大 
天 小 小 树枝 的 树 ， 网 状 链 就 好 像 各 棵 情 的 煤 枝 之 间 发 生 了 联结 ， 
从 面 形成 了 一 个 网 状 整 体 。 在 天 分 子 链 中 ， 我 们 还 可 以 划分 出 
“ 链 段 *。 链 线 征 往 包 含 次 多 个 链 节 ， 其 大 小 介 于 链 市 和 大 分 子 整 
链 之 疝 。 它 的 大 小 长 短 和 形态 随 环 卉 条 件 的 改变 而 有 所 变化 。 从 
统计 上 淖 ， 链 段 的 形态 与 整体 的 形态 相似 ， 是 整 链 的 缩影 。 这 种 
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图 14-7 


太 分 子 链 的 局 部 与 整体 具有 相似 性 ， 它 是 一 种 分 形 ， 可 用 分 维 来 
描述 . 

在 生物 学 中 ，DNA 是 遗传 物质 脱氧 核 锯 核 酸 ， 它 是 一 种 大 
分 子 化 合 物 ， 从 信息 和 功能 分 形 的 观点 来 看 ，DNA 是 个 分 形体 ， 
内 容 包 食 闭 不 同 层次 的 “DNA"。 复制 仅 是 信息 和 功能 分 形 的 显 
现 ， 相 当 于 把 一 个 具有 无 穷 层 次 的 DNA 分 形体 进行 分解" 或 “ 放 
大 "。 所 谓 信 息 分 形 ,就 是 体系 的 局 部 包含 着 整体 的 主要 信息 的 一 
种 等 性。 而 功能 分 形 是 指 体系 的 一 个 相对 独立 廓 分 的 功能 却 整 体 
的 功能 基本 相似 的 一 种 特征 。 叫 一 个 机 对 独立 的 部 分 在 适 官 的 从 
忻 下 能 各“ 发育" 成 整体 的 特性 ， 叫 作坊 能 分 形 。DNA 复制 形成 
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约 分 盆 料 ， 也 称 为 分 形 煤 。 它 有 很 好 的 自 相 似 性 ， 从 中 任 歌 一 独 
立 的 小 枝 来 观察 ， 其 正太 与 整 档 相 似 ， 其 功能 〔 分 盆 ) 与 加 体 相 
似 , 因 此 DNA 的 复制 是 生物 体 分 形 的 基本 原因 ， 分 倪 只 要 继续 下 
去 ， 树 枝 就 会 布 满 整个 空间 ， 并 县 保持 良 好 的 对 称 性 ， 如 时 分 盆 
受到 损害 或 阻碍 ， 就 发 生 * 变 异 *， 就 出 现 不 对 称 ， 不 平衡 ， 从 而 
影响 到 生物 体 的 分 形 性 。 还 有 蛋白 质 绪 构 也 有 自 相 似 性 ，18985 年 
瓦格纳 等 指出 ， 租 白质 的 分 维 Do 介 于 ! 和 2 之 间 ， 值 的 大 小 芭 映 
了 高 级 结构 的 差异 。 
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第 十 五 章 ”数学 基础 与 数学 哲 字 


1900 年 一 1930 年 数学 家 开展 数学 基础 研究 ， 数 学 基础 学 家 要 
根据 他 们 欧 数 学 观 ， 即 对 什么 是 数学 ”、“ 和 什么 是 数学 的 基础 ”等 
问题 的 右 答 ， 以 及 他 们 对 束 学 方法 、 数 学 概念 、 数 学 命题 、 数 学 
理论 的 看 法 来 进行 竟 定 数学 基础 的 工作 。 数 学 基础 学 家 要 栋 据 相 
们 对 数学 真理 的 性 质 的 看 法 ， 和 根据 他 们 的 数学 哲学 来 做 研究 。 由 
于 各 家 数学 观 的 不 同 ， 在 长 期 的 争论 中 形成 了 不 同 交 数学 基础 学 
派 ， 主 要 有 逻辑 主义 、 形 式 主 义 和 直 党 主义 三 个 学 派 。， 


一 、 有 运 辑 主义 


1， 逻 轩 主义 的 历史 渊源 

逮 辑 主义 的 形成 究 共 本 源 可 以 追 湖 到 莱 布 尼 艾 时 期 ， 莱 氏 把 
摊 辑 学 想象 成 一 种 普遍 的 科学 ， 这 种 科学 包括 构成 其 他 所 有 科学 
的 基础 的 一 些 诛 风 ， 这 种 沟 辑 学 先 于 一 切 科 学 的 观点 ， 即 是 水 辑 
主义 因 想 诛 册 的 萌芽. 但 他 并 采 能 开展 这 一 方面 的 工作 .到 了 19 世 
纪 ， 戴 德 金 、 弗 雷 格 和 皮 亚 诺 等 人 继 莱 氏 先 志 ， 带 步 发 挥 ， 如 戴 
德 金 在 " 数 的 尾 质 与 意义 "一 文中 就 提出 过 与 罗 袁 类似 的 主张 ， 但 
也 未 充分 展开 。 弗 雷 格 在 他 的 名 车 《 算 术 基 础 } 和 (算术 基本 原理 》 
中 ， 不 仅 明确 地 提出 数学 可 以 化 归 逮 辑 的 梦 法 ， 并 且 毕 精 列 智 ， 
20 年 钻研 终于 在 这 两 本 名 车 中 招 算术 在 两 条 集合 论 公理 的 帮助 下 
化 归 成 逻辑 。 

1902 征 罗素 发 现 了 著名 的 罗 守 健 沦 。 什 么 岷 罗素 企 沦 * 即 设 
民 为 一 切 不 局 于 白 身 的 华 合 ( 即 不 含 自身 作为 元 窒 )】 所 组 成 的 集 
合 。 在 朴素 集合 论 中 这 样 的 只 是 合法 的 。 尺 是 否 属于 只 若 呈 属于 
下 ， 则 只 是 妨 的 了 元素， 于 是 玉 不 属于 自身 ， 即 尺 不 遍 于 民 ， 反之 ， 
藻 民 不 属于 尺 ， 刚 不 是 民 的 元 素 ， 于 是 只 属于 自身 ， 即 尺 属 于 已 。 


了 7 和 


无 论 如 何 ， 都 是 矛盾 的 。 例 如 下 希腊 时 代 一 全 克利 特 岛 上 的 人 
说 : “克利 特 岛 上 的 人 是 说 诺 者 。“ 划 果 这 和 甸 话 真 ， 则 他 自己 《是 
克利 特 岛 人 ) 便 说 说 ， 从 而 这 句 话 假 ， 如 时 这 旬 语 假 ， 则 克利 特 
岛 人 不 说 谎 ， 而 这 甸 话 可 痪 真 。 人 们 认为 ， 如 果 那 个 克利 特 岛 人 
的 话 进一步 改 为 : “我 这 句 话 是 假 的 "， 那 未 悖 论 便 明显 了 。 又 如 
据说 中 古 时 代 某 村 只 有 一 个 理发 匠 ， 他 站 已 约定 ， 只 起 不 给 自已 
还 发 的 人 理发 。 我 们 问 : 他 到 底 管 不 替 自 己 理发 ? 如 果 他 幸 自 己 
理发 ， 则 依 上 述 约 定 ， 他 不 该 圭 这 种 人 《 即 他 自己 ) 理发 。 反 
之 ， 入 | 困 他 不 蔡 自 己 理发 ， 仍 候 上 述 约定 ， 他 须 将 这 种 人 《 妈 自 
己 ) 理发 。 无 论 那 一 种 ， 都 出 现 承 层 。 罗 素 悖 论 的 发 现 给 数学 界 
和 极 大 的 震动 。 它 的 出 现 不 仅 冲击 了 长 期 形成 的 “数学 真理 是 绝对 
真理 "的 观点 ， 同 时 也 动 播 了 “数学 是 泛 辑 推理 严格 性 的 奥 范 ”这 
一 信念 。 为 了 排除 悖 论 以 解决 数学 莫大 问题 ， 为 了 探究 数学 的 地 
质 和 提高 数学 理论 的 严格 性 ， 罗 素 与 他 的 合作 者 在 总 结 前 人 工作 
的 基础 上 ， 提 出 逻辑 主义 的 主张 ， 

2. 证 力主 又 的 基本 加 卸 

泛 辑 主义 的 主要 代表 人 物 是 英国 著名 数学 家 .哲学 家 和 娃 辑 
家 罗素 ,他 与 怀特 海 于 1913 年 完成 了 逻辑 主义 的 经 典 人 代表作 一 一 
《数学 原理 》。 作者 企图 在 这 3 卷 本 的 数学 巨著 中 向 人 们 说 明 ， 全 
部 数学 可 以 以 一 个 逻辑 公理 系统 严格 推导 出 来 ， 也 就 是 说 可 以 从 
滨 辑 概念 出 发 用 明显 的 定义 得 出 数学 概念 ， 由 滨 辑 命题 开始 用 纯 
逻辑 的 演绎 推 得 数学 定理 。 从 而 ， 使 全 部 数学 邦 可 以 基本 的 轧 辑 
概念 和 妃 辑 规 型 而 推导 出 来 。 这 样 ， 就 可 以 把 数学 看 成 为 忆 辑 的 
延伸 或 分 支 。 所 以 ， 罗 素 说 ; “逻辑 学 是 数学 的 青年 时 代 ， 面 数 
学 出 是 逻辑 学 的 壮年 时 代 。”“ 数 学 即 逻 辑 。”。 

罗素 在 他 的 《数理 哲学 导论 》 一 书 中 进一步 地 阐述 了 他 的 主 
张 : “通过 分 析 来 达到 越 来 越 大 的 抽象 性 和 导 辑 简单 性 ，……: 村 
研究 我 们 能 否 和 找到 更 为 一 般 的 思想 厌 则 ， 久 这 些 思 想 和 原则 出 发 
能 使 现在 作为 出 发 点 的 东西 得 以 被 定义 和 演 绊 出 来 " ,那么 是 什么 
样 的 思想 原则 呢 。 罗 素 杰 着 说 ，“ 应 当 以 一 些 已 被 普 妃 承认 了 的 
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逻辑 的 前 提出 发 ， 再 经 过 演绎 而 达到 那些 明 毗 地 属于 数学 的 结 
条 。 亦 如 把 数 掌 化 对 于 迟 辑 ， 这 是 他 的 基本 观点 。 

在 (数学 原理 3 中 ， 罗 素 和 和 怀特 海 曾 用 纯 池 辑 概念 去 定义 皮 亚 
诺 的 3 个 原始 粕 念 ， 用 纯 罗 辑 法 到 导出 皮 亚 诺 的 5 条 公理 ， 还 从 
逻辑 演算 出 发 再 加 上 集合 请 的 选择 公理 和 无 穷 公理 把 当时 的 数学 
严格 地 推导 了 出 来 ， 获 得 成 功 。 压 而 罗素 宣称 “从 逻辑 中 展开 
纯 数学 的 工作 ， 已 由 怀特 海 和 我 在 4 数学 厚 理 》 中 详细 地 做 了 出 
米 。 但 是 ， 事 实 蔗 非 帮 此， 罗素 从 一 个 逻辑 系统 推导 数学 时 使 用 
了 集合 论 的 选择 公理 各 无穷 公 理 ， 这 是 不 可 缺 的 ,否则 不 能 完 
霹 。 不 用 无 穷 公 理 则 自然 数 系统 就 无法 构造 ， 香 不 要 说 全 部 数学 
了 。 所 以 ， 罗 素 并 未 将 数学 划 归 逻辑 ， 而 是 划 归 到 集合 论 ， 

要 从 好 辑 推出 全 部 数学 ， 就 必须 发 展 集合 论 ， 而 集合 论 是 自 
相 予 盾 和 的 ， 没 有 和 扫 容 性 的 ， 但是， 在 逻辑 系统 中 是 不 允许 有 牙 盾 
的 ， 因 上 此， 必须 排 除 悖 论 。 罗 素 与 怀特 海 认为 ， 产生 停 论 的 恨 源 
在 于 集合 定义 中 出 现 了 亚 狂 循环 。 即 一 个 对 象 集合 包 售 着 只 能 用 
该 集合 才能 定义 的 元 素 。 为 了 避免 恶性 循环 ， 他 们 引进 了 “恶性 
循环 原则 "以 发 展 “ 分 支 类 型 论 "来 提 栈 导论 。 但 是 ， 这 个 “分 支 类 
型 论 " 异 赏 复杂, 如果 根据 它 来 建造 数学 那 将 是 异常 的 纷 繁 。 更 
不 幸 的 是 ,“ 有 侣 性 御 环 原则 "直接 排 记 了 数学 中 一 种 常用 的 定义 方 
法 一 一 非 直 请 定义 ， 如 果 坚 持 这 一 原则 ， 那 将 衫 失 许 多 常见 的 数 
学 释 念 和 定理 ， 因 而 不 能 实现 逻辑 主义 的 宗 则 。 所 已 ,罗素 后 来 
叉 很 勉强 地 引进 了 “还 原 公理 ”， 以 缓解 困境 ,但 人 们 易于 发 现 ， 
“还 原 公理 "的 精神 与 “恶性 德 环 原则 "是 互相 冲突 的 ， 难 以 并 存 ， 
人 们 纷纷 设 难 责 询 ,管道 认为 “还 原 公理 "过 分 率 强 附会 而 难于 自 
明 ， 这 时 罗素 一 时 成 为 众矢之的 。 罗素 后 来 也 终于 放弃 了 还 床 公 
理 , 世 仍 坚持 “ 避 尾 循环 原则 " ,这 就 等 于 在 实际 上 他 放弃 了 逻辑 主 
文 的 主张 。 从 纯 逻 辑 公 理 连 算术 都 推 不 出 来 ,更 何况 全 部 数学 ,所 
以 ， 从 逻辑 推出 全 部 数学 的 主张 是 无 法 实现 的 。 但 是 ，1937 年 罗 
素 在 《数学 原理 ;第 二 版 学 言 中 声称 ， 还 坚持 数学 就 是 逻辑 ， 并 进 
一 步 表 未 ， 无 穷 公 理 和 选择 公理 都 是 脖 辑 ， 没 有 必要 改变 他 “ 数 
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人 3 rnbe wre Td es mr 下 - 


学 就 是 软 辑 "的 观点 。 怀 特 海 在 1939 年 12 上 月 的 讲演 中 显示 了 放 奔 
渤 奏 主义 的 观点 。 

数学 睹 砚 学 家 一 般 都 不 接受 “数学 就 是 逻辑 ”的 观点 ; 同样 
也 不 能 接受 “一 切 数学 思维 部 是 妈 辑 思维 “的 说 法 。 介 是。 尽管 如 
此 。 罗 索 与 怀特 次 从 车 的 (数学 原理 3 一 书 在 20 世 红 的 科学 发 展 中 
影响 很 大 。 它 以 当时 映 严 棋 的 形式 化 的 符号 语 襄 来 陈述 作者 建 这 
的 届 辑 体系 、 定 闵 和 定理 ， 从 而 标志 符号 迎 辑 方法 的 成 功 。 并 显 
示 了 数学 的 收 殖 基础 研究 的 意义 ， 因 而 进一步 显示 了 现代 迪 转 的 
科学 意义 。 

¢ 数 学 原理 》 一 书 成 为 名 获 。 尽 管 迎 辑 主义 的 主张 不 能 实现 ， 
兆 辑 主义 的 数学 邓 不 能 为 数学 基础 学 者 所 广泛 接受 。 醛 此 书 在 方 
法 论 上 的 意义 是 不 可 和 忽 只 的。 和 他们 相当 成 功 地 把 右上 典 数 淮 纳入 了 
-个 统一 和 的 公 琳 系统 . 鸽 之 能 从 儿 个 退 缉 慨 念 和 公理 出 发 ,再 加 上 
集合 论 的 无 穷 公 加 和 选择 公理 就 能 推出 康 托 尔 集合 论 、 一 般 胃 术 
和 大 部 分 数学 来 。 把 逻 此 推理 发 展 到 从 未 有 过 的 高 度 ， 合 人们 看 
到 ， 在 数理 处 辑 演算 的 基础 上 能 够 推 注 出 许多 数学 内 容 来 ， 形 成 
了 集合 论 公 理 系 统 的 逻辑 体系 ， 这 在 逻 葡 史上 是 一 件 大 圳 ， 对 数 
理 迎 辑 后 来 的 发 展 起 了 决定 作用 ， 是 近 忆 公理 方法 的 一 个 重要 起 
米 。 


二 、 形 式 主义 


一 般 认 为 ， 形 式 主 义 的 竟 基 人 是 着 尔 翁 特 ， 并 把 希 尔 伯 特 的 
数学 懂 和 数学 基 砷 观 称 作为 "形式 主义 "。 罗 索 和 布 劳 威 尔 称 希 尔 
信和 特 为 形式 主义 者 的 代表 人 人 物 ， 但 他 们 是 措 希 尔 信 特 葛 定数 学 基 
础 的 形式 化 方法 ,不 一 定 是 指 他 的 某 种 主张 .而 希 尔 伯 特 本 人 并 不 
自命 为 形式 主义 者 ， 他 的 学 生 册 尔 奈 斯 也 不 认为 希 尔 伯 特 是 形式 
主义 省。 

1。 形 式 主 芒 的 形 戌 

形式 主义 理论 体系 是 在 非 欧 见 何 产生 以 后 ， 在 数学 和 数学 铸 
学 研究 中 弥漫 的 “重建 数学 基础 “的 气氛 中 形成 的 ， 
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当 非 网 几何 得 到 人 们 的 承认 ， 亦 节 当 得 出 互相 矛盾 的 定理 的 
两 种 几何 都 证 明了 不 自 相 矛 盾 的 上 时候， 人 们 便 要 问 ， 教 学 的 真理 
体现 在 那里 ? 试想 想 ， 一 个 几何 说 ， 过 直线 外 一 点 只 能 作 一 条 直 
线 不 与 原 有 的 直线 相交 ， 另 一 个 几何 说 ， 过 直线 外 一 点 至 少 可 作 
两 条 直线 尔 与 原 有 的 直线 相交 ， 这 两 个 儿 何 不 是 互相 打架 了 吗 ? 
理应 至 少 有 一 个 是 错 演 的， 为 什么 两 个 几何 都 成 立 呢 ? 

德国 著名 数学 家 希 尔 伯 等 主张， 保卫 经 典 数学 和 经 典 的 数学 
方法 ， 并 旦 发 展 它们 。 他 认为 ， 经 典 数学 ， 包 括 由 于 集合 论 的 出 
现 而 发 展 起 来 的 新 的 数学 方向 ， 都 是 人 类 最 有 价值 的 精神 财富 ; 
为 了 在 数学 中 避免 出 现 壤 论 ， 就 设法 绝对 地 证 明 数学 的 无 矛盾 
性 ， 使 数学 奠定 在 严格 的 公理 化 的 基础 上 ， 数 学 的 公理 和 滩 辑 推 
理 就 像 天 文学 家 于 中 的 望远镜 那样 重要 ,是 不 能 丢弃 的 ,为 了 实现 
这 一 目的 ， 希 尔 伯 特 在 1922 年 提出 了 著名 的 希 尔 伯 特 计 划 。 

2。 形 式 主 义 的 基本 思想 

希 尔 伯 特 计划 的 主要 思想 是 ， 葛 定 一 门 数学 的 基础 ， 应 该 严 
格 地 、 数 学 地 证 明 该 门 数 学 的 协调 性 《 即 无 秘 拓 性 或 一 臻 性 、 相 
容 性 )， 着 尔 伯 特 计划 的 数学 内 容 就 是 数理 返 辑 中 的 证 明 论 。 送 
尔 伯 特 与 贝尔 妹 斯 合 著 的 两 卷 < 数 学 基础 } 是 希 尔 伯 特 计划 的 代表 
作 。 项 尔 伯 特 的 研究 工作 得 到 页 尔 奈 斯 很 大 的 带 助 ，《 数 学 基础 》 
一 书 就 是 贝尔 容 斯 执笔 的 。 他 忠实 地 按 希 尔 伯 特 计划 完成 了 这 一 
著作 ， 并 发 展 了 项 尔 伯 特 的 思想 。 因 此 ， 希 尔 怕 特 的 教学 基础 思 
想 可 以 称 作 * 希 尔 伯 特 主义 *.“ 着 尔 伯 特 - 贝 尔 奈 斯 主义 “或 * 格 丁 
根 数学 基础 学 派 *。 

希 尔 伯 特 计划 ,和 将 各 门 数 学 形式 化 ， 构 成 形式 系统 ， 然 后 用 
一 种 初等 方法 证 明 各 个 形式 系统 的 相 容 性 ， 即 无 矛盾 性 ， 从 而 导 
出 全 部 数学 的 无 矛盾 性 。 他 区 分 了 3 种 数学 理论 ，Q@ 直观 的 非 
形式 化 的 数学 理论 .@ 将 第 一 种 数学 理论 形式 化 ,构成 一 个 形式 
系统 ， 把 直观 数学 理论 中 的 基本 概念 转换 为 形式 系统 中 的 初始 符 
导 ， 命 题 转 换 为 符 导 公式 ， 推 演 规则 转换 为 符 导 公 式 之 间 的 变形 
关系 ， 证 明 转 换 为 符号 公 式 的 有 穷 序列 ;图 是 找 述 和 研究 第 二 
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种 数学 理论 的 ， 称 为 元 数学 、 证 明 论 或 元 理论 。 元 数学 是 以 形 陈 
系统 为 研究 对 象 的 一 门 新 数学 ， 它 包括 对 形式 系统 的 描述 .定义 ， 
也 包括 对 形式 系统 性 质 的 研究 。 希 尔 们 转 说 :“ 枸 成 数学 的 每 仁 
东西 现 已 严 覆 形 式 化 了 ， 使 得 它 变 为 许多 公式 。 这 些 公式 同 普通 
数学 公式 的 区 别 只 在 于 ， 陈 普通 记号 或 符号 外 ， 还 引进 了 逻辑 符 
号 ,特别 是 比 涵 号 和 特定 号 。 作 为 数学 形式 系统 基础 的 茶 些 公 
式 称 为 公理 。 一 个 证 明 是 一 个 烙 式 ， 它 本 身 必 须 清 楚 地 呈现 在 我 
们 面 效 ， 它 根据 推理 神 式 《 屠 肯 定式 ，S，S 一 了 ， 所 以 了 了), 帅 一 
系列 断定 组 成 ， 这 里 前 提 S， 或 是 一 条 公 理 : 或 一 些 公理 )， 或 是 
在 展开 中 已 出 现 的 证 明 烙 式 的 结尾 公式 。 一 个 公式 称 为 可 证 的 ， 
如 果 它 或 是 一 条 公理 或 是 一 个 证 明 的 结尾 公式 .对 二 通常 的 形式 
化 数学 而 言 ,在 一 定 意义 上 要 附加 一 门 新 的 数学 , 即 元 数 掌 。…… 
在 元 数学 中 ， 人 信人 处 理 普 通 的 证 曙 ， 后 者 成 为 研究 的 对 象 ." 令 
形式 主义 的 提出 是 公 理学 发 展 史 上 的 最 重要 的 转折 点 ， 它 标 
志 着 元 数学 的 建立 。 基 此 ， 数 学 的 发 展 进 入 研 守 形式 系统 的 新 外 
和 .这 里 我 们 要 说 明 一 点 ， 形 式 主义 各 逐 辑 王 尽 一样， 都 从 公理 
系统 出 发 ， 不 同 的 是 ， 届 辑 主义 者 当 追 到 有 逻辑 公理 系统 时 ， 不 再 
持原 来 的 对 会 理 体 系 的 观点 ， 人 而 要 求 闻 辑 公理 系统 具有 内 容 ， 而 
吕 想 方 设 法 探求 好 辑 规律 的 真理 性 究竟 体现 在 什么 地方。 形式 主 
交 者 草 不 然 ， 他 们 认为 数学 和 的 公理 系统 或 逻辑 的 公理 系统 ， 其 中 
基本 概念 都 是 没有 意义 的 ， 其 公理 也 只 是 一 行 行 的 符号 ， 无 所 谓 
真 假 ， 只 要 能 够 证 时 该 公理 系统 是 相 容 的 ,不 互 和 矛 芽 的 ,该 公理 
系统 便 得 承认 , 它 便 代表 茶 一 方面 的 真理 , 连 迎 辑 公 理 系 统 也 认为 
是 没有 内 容 的 、 不 能 下 内 容 方 面 保 证 其 真理 性 ， 于 是 全 只 留 下 相 
窘 性 " 即 “不 自 书 滔 盾 性 "作为 真理 所 在 了 。 所 以 ,在 形式 主义 中 ， 
问 念 都 成 了 符 芒 ,命题 都 成 了 公式 , 推导 都 成 了 公式 的 变形 , 一 切 
意义 全 都 抽象 掉 了 , 这 到 了 得 怕 格 斯 所 说 的 "纯粹 状态 " ,只 是 在 参 
照 一 定 的 论 域 寿 了解 厦 之 后 才 获 答 意 义 。 因 此 , 彪 式 主义 是 一 个 完 
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全 形式 化 的 公理 系统 。 

希 尔 伯 特 原来 设想 ， 数 学 的 相 容 性 证 蜡 可 以 限于 有 穷 的 构造 
性 方法 范围 之 内 。 但 是 研究 表现 ， 这 个 范围 应 当 加 以 扩充 。 哥 短 
水 的 不 完备 性 定理 说 ， 证 明 一 门 数 学 的 无 也 上 盾 性 不 可 能 在 本 门 
数学 内 做 出 ， 必 须 在 一 门 较 之 更 强 的 数学 中 才 可 能 似 址 。 这 定理 
洲 明 之 希 尔 伯 特 的 原 计 划 是 不 能 成 功 的 。 但 是 希 尔 伯 特 的 数学 其 
碍 思想 却 发 展 了 元 数学 ， 这 就 把 形式 心理 学 名 前 推进 了 一 步 ， 促 
进 了 数字 的 发 展 。 现 在 ， 元 数学 (证 明 论 ) 已 发 展 成 为 数理 浸 辑 
移 四 大 分 支 之 一 。 

型 此 可 项， 形式 主义 派 的 观点 是 因为 希 尔 伯 特 提 出 他 的 希 尔 
怕 特 计划 、 建 议 从 事 元 数学 的 研究 以 后 才 形 成 的 ， 因 地 所 有 的 形 
或 主义 者 都 推崇 希 尔 伯 特 为 他 们 的 创始 人 。 伍 是 ， 希 尔 伯 特 建 议 
希 氏 计划 、 建 议 元 数学 ， 只 是 提 纪 一 个 新 的 研究 方向 、 新 的 研究 
顶 目 轩 了 ， 他 本 人 人 是否 有 上 述 的 形式 主义 派 观 点 ， 很 有 疑问 ， 

形式 主义 的 代表 人 物 有 美国 数学 家 重 宾 迎 (Abraham Robis- 
Dn，1918~ 一 1974 年 ， 美 国 数学 家 , 非 标准 分 析 的 发 现 者 ,模型 论 
的 创立 者 之 一 ) 和 科 思 (连续 统 假 设 和 选择 公 勾 独立 性 的 证 明 者 》 
等 人 。 他 们 认为 : 在 现实 世界 中 不 存 在 数学 研究 的 对 象 。 比如， 
以 N 表示 所 有 自然数 构成 的 集 N={ 0 ,1 ，2 }， 我 们 不 能 
说 NN 存在。 同 祥 地 ,说 " N 中 包括 所 有 的 偶数 "是 没有 意义 的 ， 
因为 这 话 涉 及 芭 N 这 一 无 窃 集 合 。 形 式 主 义 还 认为 ,数学 是 研 
究 推 理 式 形式 推理 的 ， 妈 以 一 定 的 形式 前 提 公理) ， 按 照 演绎 
推理 的 规则 ， 把 一 定 的 语句 作为 数学 定理 推导 出 来 。 他 们 认为 ， 
一 门 数 学 就 是 一 个 形式 系统 ， 即 一 个 符号 系统 。 把 形式 前 提 表 作 
具有 一 定形 式 的 符号 排列 《符号 串 ) ,把 推理 规则 表 作 具有 某 种 
形式 的 符号 排列 之 闻 的 形式 关系 。 按 他 们 的 观点 ， 数 学 应 看 作 是 
一 种 纯粹 的 符号 游戏 。 对 这 种 游戏 的 唯一 要 求 是 ， 从 形式 前 提 
《形式 公理 ) 推导 不 出 了 矛盾 。 所 以 ， 这 种 形式 主义 思想 显然 与 着 
哇 伯 特 的 主张 是 不 回 的 ， 
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衬 、 直 觉 主义 


1。 直觉 主义 的 历史 根源 

直 党 主义 的 思想 可 以 追 讲 至 亚 里 士 完 德 时 期 ， 亚 里 士族 得 着 
历史 站 第 一 位 反对 实 无 穷 ,只 承认 汪 无 穷 的 哲学 家 .直觉 主 义 的 
折 学 观点 囊 是 直接 淹 源 于 嵌 德 和 布 劳 威 尔 (Luitzen Egbertus 
Jin Brouwer，1881 一 1966) 的 自然 数 源 于 “原始 直觉 *， 即 是 
康德 的 “让 然 数 是 从 时 间 的 直觉 推演 出 来 "的 主张 。 但 布 劳 威 尔 放 
弃 了 康德 关于 空间 的 直觉 。19 世纪 的 克 罗 内 克 强 调 能 行 性 ， 说 当 
时 的 好 些 定理 都 只 是 符号 的 游戏 ， 没 有 实际 意义 。 他 认 为;:“ 上 . 
帝 创 造 了 自然 数 ， 列 的 都 芋 人 造 的 ,， “而 整数 在 直观 上 是 清楚 
的 ， 故 可 以 接受 ， 其 他 出 是 可 县 。 其 意 是 说 ， 只 有 自然 数 是 真实 
存在 ， 其 余 都 只 是 人 为 做 出 的 一 些 文字 符号 墨 了 。 相 还 曾 主张 在 
目 然 数 的 基础 上 来 构造 整个 数学 。20 世 妮 初 ， 庆 加 莱 亦 持 自然 
数 为 最 基本 的 直观 及 潜 无 穷 的 主张 。 其 他 如 包 瑞 尔 、 蔓 由 烙 、 会 
金 等 半 直 党 主义 或 法 国 经 验 主义 亦 强 调 能 行 性 的 观 疱 。 他 们 公开 
否认 选择 公理 ， 认 为 根据 选择 公理 而 作 的 集合 ,根本 没有 能 行 
性 ， 不 能 承认 其 存在 。 相 们 提出 能 行 性 的 焰 念 ， 没 有 能 行 性 的 鲁 
不 承认 其 存在 ， 他 们 都 是 直觉 主义 的 先驱 。， 所 有 这 一 切 ， 都 为 布 
劳 威 尔 的 直觉 主义 扣 供 了 直接 的 前 提 ， 布 劳 威 尔 集 其 先驱 们 之 大 
威 ， 系 统 地 提出 了 直觉 主义 的 主张 。 

2。 直 觉 主义 的 数学 观 思 想 

直觉 主义 的 莫 基 大 和 代表 人 物 是 荷兰 数学 家 布 劳 感 尔 ， 从 
1907 年 布 劳 威 尔 的 博士 论文 《数学 的 基础 y》 开 始 ， 直 党 主义 者 逐 
步 系 统 地 曾 述 了 他 们 的 数学 观 和 重建 数学 基础 的 主张 。 他 的 数学 
观 包 括 以 下 两 个 方面 : 

《1) 他 对 数学 对 象 的 观点 ， 相 提出 一 个 著 各 的 口号 “存在 
即 基 被 构造 ，” 相 认为， 人 们 对 数学 的 认识 不 依赖 于 多 辑 和 语言 
经 验 ， 而 是 源 于 “原始 直觉 "( 即 人 省 有 的 一 种 能 力 )， 纯 粹 数学 
是 “心智 的 数学 构造 自身 ”"、 是 “ 反 筷 的 构造 "， 它 ”开始 于 自然 
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数 "， 而 不 是 集合 论 。 这 种 数学 构造 之 成 为 构造 ， 与 这 种 构 造 物 - 
的 性 质 无 关 ， 汪 其 本 身 是 否 独立 于 人 们 的 知识 无 关 ， 与 大 们 所 持 
的 哲学 观点 切 无 关 。 构 造物 应 该 怎样 就 怎样 ， 数 学 判断 应 该 是 
永生 的 真 理 。 数 学 独立 于 逻辑 和 语言， 数学 的 基础 在 于 先 验 的 原 
始 直 觉 ， 这 入 直觉 使 人 认识 到 作为 "知觉 单位 "的 "一 *"， 然 后 通过 
不 断 的 联结 来 创造 有 穷 数 以 及 无 终止 的 无 穷 序 列 ， 并 以 而 构造 出 
各 种 数学 对 象 ， 而 且 只 有 当 我 们 把 一 个 数学 对 象 构造 出 来 之 后 ， 
才能 说 ， 有 这 样 一 个 数学 对 条 。 因 因此， 布 劳 威 尔 不 承认 有 客观 在 
在 的 . 封闭 的 和 已 完 成 的 实 和 无穷 体 系 〔 即 实 无 穷 ) ， 实 无 穷 论 
者 认为 : “自然 数 全 体 " 就 是 指 自 然 数 集 { 1 ,2 ,3 ,……}， 这 是 
个 确实 存在 着 的 、 完 成 了 的 集 含 ， 可 以 而 且 应 该 作为 数学 的 研 
究 对 银 。 潜 无 穷 论 者 否认 实 无 穷 ， 认 为 无 穷 只 能 是 潜在 的 ， 并 不 - 
是 已 完成 了 的 封闭 实体 ， 只 是 就 其 发 展 米 说 是 无 穷 的 。 在 他 们 看 
来 ， 自 然 数 1, 2 , 3 ,-……， 只 能 是 永远 处 于 不 断 地 被 构造 和 生 
成 为 过 程 ,而 不 是 完成 了 的 、 上 既定 的 封 轩 实体 1 1 ,2 ，3 ,……})。 
所 以 ,诸如 “自然 数 全 体 "{ 1 ,2 ,3 ,} 这 样 的 概念 是 没有 意义 的 。 

(2) 对 数学 房 用 的 逻辑 的 观点 。 布 劳 威 尔 对 数学 对 象 的 观点 
省 接 导 出 了 他 对 数学 所 用 的 光 辑 的 观点 ; 认为 "逻辑 不 是 发 现 真 
理 的 绝对 可 靠 的 工具 "， 并 认为 ， 在 真正 的 数学 证 明 中 不 能 使 用 
排 中 律 ， 因 为 排 中 律 和 其 他 经 典 逻 辑 规律 是 从 有 穷 集 抽象 出 来 徇 
规律 ， 天 此 不 能 无 限制 地 使 用 到 无 穷 集 上 去 。 同 样 不 能 使 用 反 证 
法 。 布 劳 威 尔 说 “承认 排 中 律 实际 上 便 是 承认 对 每 个 数学 命题 
都 能 够 或 证 明 其 真 或 证 明 其 假 "。 这 是 因为 ,对 直觉 主义 说 来 ， 
要 说 " A 真 " 便 须 证 明 它 真 ， 要 说 A 假 便 须 证 明 由 和 可 导致 巴 
盾 。 排 中 律 说 ,“A 或 非 A"， 那 是 肯定 能 够 或 证 明和 真 或 证 明 
A 假 ， 直 觉 主义 者 认为 ， 这 种 肯定 是 不 能 承认 的 ， 

直觉 主义 认为 ， 悖 论 不 是 偶然 和 的， 对 古典 数学 的 问题 不 能 通 
过 某 些 技术 人 性 的 收 改 和 限制 加 以 解决 ,必须 对 其 做 介面 的 审查 , 放 
弈 那些 非 构造 的 内 容 ， 重 建 直觉 主义 的 数学 。 首先， 根据 * 存 在 
即 是 被 构造 "的 口号 ， 直 党 主义 必然 排斥 实 无 穷 。 其 次 ， 根 据 上 
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述 口 号 ,家 党 主义 考 还 否认 传统 迎 辑 的 普遍 有 效 性 ,他 们 认为 ， 从 
有 穷 集 上 抽象 出 来 的 规律 不 能 无 限制 地 使 用 到 无 穷 集 上 去 .例如 ， 
全 体 大 于 部 分 ， 自 然 数 集 必 有 最 大 数 等 等 镍 是 。 由 于 悖 论 就 四 
在 无 穷 上 ， 所 以 要 消除 悖 论 必须 要 绝对 地 排斥 实 无 穷 。 因 此 ， 直 
觉 主义 者 另 建立 自己 的 迎 辑 一 一 直觉 主义 逻辑 。 在 直觉 主义 逻辑 
的 系统 中 ， 它 的 排 中 律 和 进行 否定 性 推理 以 及 对 “存在 * 的 解释 上 
与 古典 逻辑 都 是 大 不 相间 的 。 如 对 古 典 的 排 中 律 ， 布 劳 威 尔 认 
为 ， 一 个 命题 在 可 证 与 可 否 证 之 间 还 存在 第 三 种 可 能 ， 期 是 “不 
可 解 "， 因 之 古典 的 排 中 律 不 是 普遍 有 效 的 。 青 其 次 ， 根 据 上 述 
口 导 ， 直 觉 主义 者 必然 坚持 构造 性 数学 ， 排 斥 古 典 数 学 中 的 非 构 
造 性 的 内 容 。2 世纪 50 年 代 推 选 了 构造 性 数学 的 发 展 ， 构 造 性 
:数学 已 经 成 为 数学 科学 中 一 个 重要 的 数学 学 科 群 体 ， 与 计算 机 
科学 密切 刹 关 。60 年 慌 比 肖 普 对 构造 分 析 的 研 究 引 人 注 目 ， 这 
和 补 构 造 方法 可 以 得 到 一 些 新 颖 的 见解 和 知识。 所 以 ， 直 觉 主义 
.所 发 展 起 来 构造 性 方法 有 相当 重要 的 理论 和 方法 意义 。 


四 ， 数 学 哲学 


数学 作为 人 类 知识 体系 的 一 部 分 ， 它 的 产生 和 发 展 与 人 类 衬 
会 实践 活动 有 密切 关系 。 在 古代 ， 人 们 在 长 期 社会 实践 中 ， 进 行 
.测量 土地 、 衡 量 帘 友 、 商 业经 营 、 建 筑 役 计 等 活动 ， 从 而 产生 出 
算术 、 人 代数、 几何 等 方面 的 知识 。 随 荐 生产 各 科学 技术 发 展 ， 信 
类 知识 的 深入 ， 形 成 了 数学 的 体系 ， 它 的 内 容 越 来 越 抽 象 ， 计 算 
方法 符号 化 。 到 了 19 世纪 70 年 代 ， 数 学 内 容 进 一 步 发 生变 你， 
集合 论 成 为 统一 数学 的 新 基础 ， 数 理 逻 辑 的 形成 ， 公 型 化 运动 ， 
数学 结构 ， 数 学 概念 高 度 抽 但 化 ， 在 这 种 情况 下 数学 内 容 与 客观 
实践 似乎 越 来 越 远 ， 从 而 引起 数学 大 学 的 讨论 。20 世 纪 30 人 年 
代 ， 逻 辑 主义 、 形 式 主义 、 直 觉 主义 三 大 学 派对 数学 基础 问题 的 
讨论 ， 也 奉 涉 到 数学 哲学 问题 的 讨论 。 

1. 关于 数学 本 体 论 问题 

福 硝 究 数学 的 对 象 问题 上 有 3 种 观点 ; 实在 论 、 概念 论 、 
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形式 主义 。 

实在 论 驶 点 是 说 数学 命题 反映 我 们 物理 世界 最 次 通 的 性 质 。 
这 种 观点 比较 上 古老， 很 长 时 期 鼎 统治 地 位 。 按 照 这 种 观点 ， 数 学 
是 物理 科学 的 一 部 分 。 现 代 西 方 数 学 哲学 中 的 实在 论 ， 认 为 数学 
的 研究 对 象 《 包 括 实 无 限 性 对 象 ) 是 一 种 独立 于 人 类 认识 的 客观 
存在 。 这 种 观点 在 西方 歼 学 界 中 是 有 很 大 影响 和 的。 因为 ， 数 学 真 
理 明显 中 是 不 以 人 们 意志 为 转移 的 。 如 逻辑 主义 者 缉 睾 招 所 说 : 
“如 果 我 们 衫 们 数学 的 客观 性 ， 那 就 没有 任何 理由 反对 我 们 借 助 
于 数学 对 象 来 进行 思维 ， 也 没有 任何 理由 反对 关于 数学 对 象 的 这 
样 一 帆 图 景 ， 即 它们 是 时 已 存在 着 的 、 并 等 待 状 人 们 去 发 现 *。 
因 而， 在 一 定 的 意义 上 ， 也 就 可 以 说 实在 论 是 西方 数学 家 们 的 一 
种 自发 的 唯物 主义 哲学 她 向 ， 

概念 论 的 数学 观 认 为 数学 的 对 象 是 某 种 精神 或 思想 对 人 象 。 按 
照 对 象 的 性 质 又 可 以 区 分 为 两 种 观点 :一 个 是 柏拉图 主义 ,认为 数 
学 对 象 是 他 所 说 的 “理念 世界 * 中 的 存在 ， 而 理念 世界 则 与 经 验 世 
界 相对 立 ， 是 一 种 不 变 的 、 永 恒 的 存在 。 从 认识 论 的 角 府 看 ， 柏 
拉 图 主义 则 强调 了 数学 认识 活动 的 先 验 性 ， 即 认为 数学 的 认识 建 
立 在 所 吝 的 * 数 学 直 党 "之 上 。 一般 认为 ， 碌 托 是 现代 西方 的 数学 
柏拉图 主义 的 主要 代表 人 物 ， 康 托 研究 超 无 穷 集 合 时 ， 认为 数 
学 的 本 质 不 在 于 它 与 经 验 世 界 的 联系 ， 而 在 于 数学 思维 的 自由 
性 。 另 一 个 是 直觉 主义 ， 认 为 “在 在 即 是 被 构造 "， 数 学 是 ”心智 
的 构造 "， 认 为 数学 基础 在 于 一 种 先 验 的 原始 直觉 ， 数 学 对 象 是 
先 验 的 一 时 的 直觉 过 程 。 以 上 数学 家 在 数学 本 体 论 问题 上 陷入 了 
唯心 主义 。 

形式 主义 认为 ， 数 学 对 象 是 形式 系统 ， 一 切 数学 对 象 都 是 无 
意义 的 符号 ， 数 学 命题 则 是 按照 一 定 法 则 组 成 的 符号 来 到 。 对 
此 ， 没有， 也 不 必要 给 出 解释， 因而 我 们 在 数学 理论 中 从 事 的 只 
是 无 意义 的 符号 系列 的 纯 形 式 的 变形 (演算) 。 形 式 主义 与 实在 


和 ” 转 引 自 总 ' 杜 蝇 特 : 《维特 根 斯 址 的 数学 后 学 y?。 见 * 训 学 哲学 论 文 第 4 ， 第 : 
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论 的 观点 是 完全 对 立 的 。 希 尔 伯 特 对 实 无 限 和 概 念 的 实在 性 问题 挝 
完全 否定 的 态度 ， 他 涪 :“ 无 论 何 处 。 无 限 是 不 会 实现 的 。 它 证 
不 存在 于 自然 办 中 ， 世 不 能 作为 我 们 合理 思维 的 基础 "。 淹 

2。 数 学 真理 论 问 题 

持 实在 论 及 柏拉图 主义 观点 的 人 认为 数学 是 不 依赖 于 人 们 对 
它 的 认 误 而 存在 的 ， 因 而 具有 绝对 真理 的 性 质 ， 所 以 数学 家 的 工 
作 就 在 于 发 现 这 种 真理 。 但 是 真 觉 主义 者 和 形式 主义 者 则 认为 
数学 家 的 工作 在 于 发 明 。 当 然 ， 人 和 们 是 不 可 能 凭空 发 明 任 何 东 西 
的 。 对 于 直觉 主义 者 来 诗 ， 总 是 承认 自然 数 是 给 定 的 ， 至 于 唱 的 
就 是 人 们 从 自然 数 出 发 的 发 明 。 

形式 主义 者 的 形式 系统 虽说 可 以 任意 选 出 ， 但 是 终究 在 发 明 
过 程 中 也 依 事 于 经 验 及 过 去 的 知识 ， 或 者 说 是 从 客观 世界 中 归纳 
出 来 的 。 要 不 然 ， 那 就 的 确 是 游戏 了 ， 

不 过 直觉 主义 的 发 明和 形式 主义 的 发 明 完 全 不 同 . 直觉 主义 
的 发 明 不 是 任意 的 ， 而 是 必须 能 够 具体 选 出 来 。 也 就 是 从 自然 数 
把 过 有 限 儿 步 写 出 来 。 他 们 主张 ， 要 证 明 一 个 数学 对 象 存在 ， 必 
贫 指 出 这 个 对 象 是 怎样 造 出 来 的 。 这 种 观点 可 以 追 渊 到 德国 著名 
上 哲学 家 康德 。 他 认为 数学 最 终 的 真理 性 在 于 数学 概念 可 己 通 过 人 
和 构 智 慧 来 构造 。 

由 于 对 数学 对 钴 的 观点 不 同 ， 所 以 对 于 数学 命题 的 真 假 以 及 
数学 的 可 接受 性 也 有 不 同 的 看 法 。 一 门 数 学 是 否 被 大 家 接受 往往 
不 只 是 华 真 、 假 ， 而 且 还 有 许 光 其 他 因素 ， 特 别 是 是 否 有 直观 或 
既 验 的 依据 ， 以 及 实用 性 。 当 然 最 重要 的 是 真 假 ， 不 过 各 派 的 真 
理 观 咱 离 实在 太 远 ， 

对 于 实在 论 者 ， 数 学 命题 的 真 假 从 实践 检验 。 它 正如 物理 学 
及 生物 学 命题 一 样 ， 举 观察 实验 。 比 如 高 所 的 确实 实在 在 地 在 地 
球 上 找 三 点 ， 具 体 测量 三 角形 内 角 之 和 是 否 180” . 

对 于 概念 论 者 ， 数 学 命题 的 真 假 华 先 验 的 假定 。 直 觉 主义 者 


四 项 尔 伯 特 ;* 论 无 限 ?，< 数 学 天 学 沦 文 条 ?， 第 151 页 。 
190 


胃 确 才 示 了 至 持 康 德 关于 算术 命题 的 绝对 真理 性 的 观点 ， 而 放弃 
他 的 关于 儿 何 的 绝对 真理 性 的 断言 。 直 党 主义 对 茧 加 莱 关 于 数学 
归纳 法 的 先天 性 的 分 析 是 完全 后 意 的 。 但 更 进一步 ， 议 为 数学 直 
觉 不 仅 是 数学 归纳 法 (从 而 也 就 是 算术 ) 的 基础 ， 而 此 出 是 全 部 
数学 的 基础 ， 数 学 就 是 这 样 的 构造 性 活动 ， 它 可 以 异 助 于 数学 直 
觉 而 得 到 建立 ， 这 样 - 直觉 主义 者 就 把 被 彭 加 汪 绝对 地 对 立 起 米 
的 算术 与 凡 何 重新 统一 起 求 了 。 直 党 主义 者 还 把 数学 直观 说 成 是 
纯粹 的 心智 活动 ， 这 样 ， 数 学 真理 的 客观 性 就 完全 被 否认 了 ， 从 
而 陷入 唯心 主义 。 

对 于 形式 主义 者 ， 数 学 命题 无 所 谓 绝对 走 假 ， 而 是 相对 于 某 
一 个 系统 ， 但 是 这 个 系统 必须 是 无 矛盾 的 。 无 矛盾 性 是 真理 的 判 
断 标 准 . 实 际 上 ,形式 主义 者 也 可 以 看 成 是 一 种 “真理 到 消 论 者 ”， 
因为 他 们 明确 地 提出 了 应 该 用 可 接受 性 的 问题 来 取代 真理 性 问题 
的 研究 。 形 式 主 义 者 的 主要 代表 人 物 之 一 克 里 曾 明确 指出 ;“ 形 
式 主 义 真理 观 的 特点 就 在 于 把 一 个 命题 相对 于 一 个 可 予以 解释 的 
数学 系统 的 真理 性 问题 分 成 珊 个 部 分 ,命题 相对 于 形式 系统 的 真 
理性 和 系统 作为 整体 的 可 接受 性 ”。 量 形式 主义 认为 数学 理论 只 是 
一 种 无 意义 的 符 导 系统 ， 当 然 就 无 真理 性 问题 可 言 ， 硬 县 只 能 考 
虑 其 可 接受 性 的 问题 。 

逻辑 主义 者 认为 ， 数 学 可 以 划 刍 为 还 辑 ， 即 数学 的 概念 可 以 
由 逻辑 的 概念 出 发 经 明 最 的 定义 而 得 出 ， 数 学 的 定理 则 可 由 逻辑 
的 法 则 出 发 通过 纯粹 的 演绎 而 得 出 。 因 此 ， 在 逻辑 主义 者 看 来 ， 
数学 真理 无 非 就 是 逻辑 真理 的 一 种 “缩写 "， 即 是 “定义 下 的 逻辑 
真理 。 还 认为 渤 辑 前 题 不 包含 任何 事实 内 容 ， 汐 辑 命 题 不 为 经 
验 所 证 实 ， 也 不 能 为 经 验 所 否定 ， 浸 辑 命 题 是 先 验 的 . 是 超 验 
的 。 由 玫 得 出 结论 : 和 逻辑 命题 一 样 ， 数 学 命题 也 是 一 种 不 包含 
任何 事实 内 容 的 “分 析 命 题 *。 人 从而， 逻辑 主义 者 也 就 完全 否定 了 
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第 十 六 章 ”现代 数学 与 社会 发 展 


数学 是 人 类 在 数 千年 文明 史 中 所 创造 的 精神 财 密 ， 它 随 着 社 
会 的 进步 调 不 断 地 发 展 。 一 个 国家 的 经 济 发 这 尝 来 ， 生 产 技术 于 
进 ， 稚 学 文化 灿烂 ， 它 的 数学 就 越发 展 。 数 学 与 社会 有 密切 的 关 
条， 有 相互 联系 ， 相 互 作用 的 关系 。 


一 、 世 界 笋 学 中 心 转移 与 社会 发 展 


从 数学 忠 看 ， 数 学 的 发 展 依 加 于 社会 经 济 、 科 学 技术 芍 发 
展 ， 特 别 是 经 济 因 素 。 一 般 说 来 ， 效 学 发 展 中 心 与 经 济 发 达 中 心 
相 一 致 。 

1。 古 项 腊 兽 是 最 时 的 数学 中 心 

公元 前 8~8 世纪 ， 证 第 腊 奴 录 社 会 是 人 类 文明 史上 的 重要 
音程 碑 。 它 是 一 个 地 跨 网 、 亚 、 非 三 浏 的 虎 大 帝国 ， 它 发 展 了 手 
工业 和 商业 ， 开 折 了 东西 贸易 通道 ， 促 进 经 济 发 达 繁 于。 由 于 贸 
易 又 促进 孙 西 方 的 文化 交流 ， 东 方 的 文化 得 以 在 镑 腊 汇 来 ， 经 
过 希 朋 人 ， 吉 工 和 过 滤 溢 清 ， 创 造 出 一 种 新 的 交 化 。 经 济 苔 这 文 
促进 科学 技术 的 发 展 。 古 希腊 农业 技术 和 经 验 是 农业 科学 的 前 
芽 。 上 古 希 腊 的 制 陶 、 褒 铁 技术 和 经 验 是 化 学 的 萌芽 。 古 希腊 纺织 
技术 和 经 验 是 擅 织 科学 的 萌芽 。 古 和希 腾 建 筑 技 术 是 建筑 科学 的 萌 
芽 。 而 农业 、 建 筑 业 、 手 工业 、 航 海 等 的 发 展 推动 了 天 文学 与 力 
学 的 发 展 。 古 希腊 达到 了 古代 科学 转 术 发 展 的 高 峰 ， 而 科学 技术 
发 展 又 促进 数学 的 发 展 ， 使 十 希腊 成 为 数学 中 心 。 宙 于 古 希 障 目 
然 哲 学 发 达 ， 推 动 自然 特 学 形 戌 目 己 的 理论 体系 。 和 希腊 民族 具有 
偏爱 抽象 的 理性 思维 的 特点 ， 他 和 们 追求 理 佳 的 升华 ， 创 建 了 严密 
的 届 工 方法 ， 使 古 希 腊 数学 知识 系统 化 、 理 论 化 ， 跨 进 理性 的 上 
槛 。 欧 几 里 得 的 《几何 原本 ?是 吉 代 数学 的 最 大 成 就 。 他 是 用 公理 
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方法 建立 起 演绎 的 数学 体系 的 杰出 代表 。 他 把 逻辑 挫 理 引 入 了 数 
学 ， 使 数学 理论 构成 了 正 密 的 体系 。 他 玖 学 说 一 直 坡 认为 是 科学 
理论 有 逻辑 结构 的 典范 ， 这 在 数 党 史上 是 一 个 巨大 移 飞 睹 。 阿 波 罗 
尼 奥 斯 Apollonius, 约 公元 前 262 一 190) 黄 { 图 锥 曲线 论 》8 
卷 ， 探 讨 了 抛 牺 线 、 栏 圆 ， 双 项 线 的 一 般 人 性质， 已 抑 利 用 下 标的 
让 人 A i i lt Wr 2 Er Tr 


思想 。 他 继 了 东 了 十 希腊 研究 抽象 数学 的 方法 ， 丸 使 数学 研究 与 实 
际 应 用 租 结 合 ， 这 在 科学 史上 有 重大 意义 。 毕 达 哥 科斯 学 派 为 数 
论 研 究竟 定 丁 基础 。 

2. 中 世纪 数学 中 心 从 希腊 转移 到 中 国 

公元 前 221 年 秦始皇 建成 了 我 国 第 一 个 统一 的 封建 制 中 央 集 
权 辕 家 一 一 疾 冲 ， 从 站 于 始 T 圭 娃 社会 繁 莞 发 屋 的 及 婴 。 穆 别 是 


到 了 隋唐 宋 时 期 {公元 6 一 13 世纪 ) ， 我 国 封 建 社会 达到 了 经 济 


同 余 式 组 的 解法 方面 取得 了 党 越 成 就 。 李 冶 的 4 测 国 海 锁 3 和 《 檀 
古 泪 和 眉 》 采 用 文字 符号 代表 未 基数 ， 人 慌 以 列 方程 【 即 天 元 术 ) ， 
为 代数 学 向 更 商 院 段 的 发 展 准备 了 条 件 。 杨辉 的 《详解 蕊 划算 本 
出 发 展 了 实用 数学 ， 对 各 种 问题 手 出 了 简 狂 算法 。 朱 世 杰 的 (4 算 
学 后 韦 } 成 为 当时 的 一 部 很 寻 的 算 学 启 碗 教科 书 。 他 的 4 四 元 五 
上 监 》 对 解 高 次 方程 组 ， 高 次 等 差 级 数 求 和 以 及 高 次 内 手法 有 精 咯 
论述 , 令 我 国 十 代数 学 处 于 此 办 领先 地 位 , 它 主要 成 就 是 算术 和 代 
数 ， 没有 形成 公理 化 的 几何 全 系 。 

3. 文艺 复兴 时 代 ， 意 大 利 是 当之无愧 的 数学 中 心 

t65 人 16 世纪 的 文 吕 复 兴 是 这 对 封建 宇文 思 柱 禁 条 的 一 次 伟 
大 的 思想 解放 运动 ， 发 源 于 当时 工商 业 最 发 达 的 意大利 。 它 使 早 
期 的 资产 阶级 文 占 、 科 学 和 艺术 达到 空前 繁荣 ， 它 掀 钨 了 学 邓 古 
希腊 的 科学 艺术 欧 高 湖 。 当 时 ， 意 大 利 资本 主义 工业 生产 开始 逐 
步 代 窒 工厂 和 手工业， 在 工业 中 使 用 了 最 简单 的 机 咽 (水 轮 、 改 良 
前 织 布 机 、 测 风 仪 、 挖 土 机 ，、 起 重 机 等 》， 这 就 需要 知道 综合 技 
术 知 识 ， 要 进行 计算 和 解决 一 系列 机 械 和 数学 问题 。 还 由 于 上 与 亚 
谢 、 非 洲 积 欧洲 贸易 ， 哥 伦 布 发 现 了 新 大 陵 ， 航 海 乒 术 的 发 展 弛 
起 需要 大 呈 计 算 工 作 的 综合 天 文学 的 发 展 ， 追 切 需 要 新 的 探索 数 
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业 蓄 亏 长 展 ， 海 上 上 详 通 线 从 地 中 海 扩 展 到 大 西 并 。 英 国 的 海外 贸 
易 发 这， 英和 图 成 为 容 界 上 最 大 的 资本 主义 国家 。 新 兴 资 产 阶 级 发 
展 采 矿 、 造 船 ， 纺 织 、 造 纸 以 及 兵器 生产 ， 需 要 起 有 效 的 生产 工 
有 具 ， 逐 渐 创 制 出 了 诸如 抽水 机 、 锻 下 机 、 起 恒 机 、 志 床 等 机 械 ， 
推动 机 被 学 、 力 学 发 展 ， 使 研究 物体 的 运动 和 变化 成为 科学 中 旧 
益 追 切 的 课题 ， 力 学 在 各 门 学 种 中 首先 兴盛 起来， 而 力学 的 进步 
又 直接 求助 于 数学 。 数 学 家 常常 是 在 力学 研究 中 施展 着 冉 计 的 科 
学 才能 。 为 了 解决 力学 问题 需要 寻找 和 创造 数学 工具 ， 这 丸 大 大 
地 促进 了 数学 的 发 展 ， 数 学 与 力学 的 紧密 结合 是 当时 科学 发 展 的 
重要 特征 。1662 年 英国 成 立 了 皇家 学 会 ， 对 英国 和 的 科学 研究 起 
到 了 推动 作用 ， 在 皇家 学 会 中 云集 了 一 大 揽 科学 家 ， 有 和 牛顿、 点 
(Robert Hooke, 1635~1703》、 波 义 耳 (Robert，Boyle, 
1627 一 1691) ， 有 天 文学 家 哈雷 和 J 布 拉 德 区 ， 有 数学 家 约翰 : 
活 利 斯 (Jobhn Wallis，1616~ 僵 17037 哈 克 利 了 巧 克 劳 林 (Colin 
Maciaurina，1698 全 1746 ) 等 ,这 样 ,， 数学 中 心 册 意大利 转移 到 英 
末 

英国 可 学 家 约 随 . 沃 利 斯 写 了 很 多 数学 英作 ， 有 《无 穷 小 儿 
本 }》、& 代 数论 文 # 等 ， 后 者 引入 了 变量 极限 的 概念。 英国 数 学 家 
人 局 萨 克 .: 巴 时 《Isaac Harrow，1630 一 1677》 每 了 芝 兴 学 和 玫 何 
学 讲 尺 $》， 他 引进 “微分 三 角形 "、“ 切 线 幸 率 " 的 术语 ， 并 把 它 作 
为 函数 的 无 穷 小 增 量 与 白 变 量 的 无 穷 小 增 量 之 纪 的 玛 限 概念 。 他 
曾 述 了 微分 和 和 积分 问题 之 间 的 开道 光 系 。 了 巴 曙 对 他 的 学 生生 顿 暴 
啊 很 大。 著名 科学 家 兼 数学 家 和 牛 晤 在 1687 年 出 版 了 《自然 哲学 的 
数学 原理 了 -一 书 。 他 仿照 欧 氏 公理 方法 ， 建 羡 起 丁 经 典 力 学 公理 
体系 ， 科 学 弛 定义 了 力 的 概念 ， 并 所 出 机 械 运 动 三 定律 ， 标 志 荐 
经 典 力 学 的 完成 。 在 这 本 书 中 己 提 到 微 积 分 。 午 顿 在 1711 年 则 
路 了 《运力 无 穷 多 项 方程 的 分 析 学 }， 在 1736 年 出 版 了 $ 流 数 法 和 
无 劳 级 数 六 1704 年 发 表 论 文 & 求 曲 边 形 的 面积 #》。 穗 在 这 些 著 作 
和 论文 中 系统 地 、 详 细 地 简 述 微 积分 原 现 ， 创 建 了 微 积分 。 微 积 
分 的 创立 是 数学 中 上 的 重 天 成 就 。 
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5. 18 世纪 法 国 数学 取代 英国 雁 路 欧洲 之 首 

18 世纪 法 国 大 革命 胜利 ， 大 规模 的 资本 主义 企业 已 发展 起 
来 ， 如 安 头 的 煤矿 、 炼 铁 厂 和 铸造 厂 ， 色 当 的 呢绒 厂 ”生产 狠 织 
日 、 麻 布 、 丝 织品 的 企业 发 展 超 来 。 自 由 贸易 政策 促进 了 资本 主 
义工 商业 的 有 发展， 也 推动 了 科学 技术 的 发 展 。 法 国 出 现 了 一 太 批 
科学 家 和 二 程 师 ， 有 数学 家 拉 格 朗 日 、 拉 普 拉 斯 ， 有 物理 学 家 库 
仓 (Coulomb,Charles Augustiu de,， 1736~1808)。， 阿拉 世 
(‘Arago,D.F .J.1786~1855】 ,化 学 家 拉 瓦 锡 、 盖 : 帅 荚 痪 【G- 
ay-Lussac,].L.1778~1850) ， 业 物 学 家 居 维 时 (Cuvier Geor- 
Res,1769 一 1832) 利 拉 马克 (LamareE,j,H.dqel744~-18286) 等 。 
在 法 国 大 革命 推动 下 法 国 自 然 科 学 水 平 已 起 过 了 英国 ， 居 世界 领 
先 地 人 位。 资产 阶级 为 了 发 展 工业 和 军事 斗争 的 需要 ， 大 力促 进 数 
学 的 发 展 。 当 时 军事 学 校 都 有 第 一 流 数学 家 在 执教 ， 一 些 独 党 家 
还 在 直接 参与 武 咽 火药 的 制造 ， 凌 在 防御 工事 的 修筑 等 实 幅 中 蚀 
造 新 的 雪 学 理论 。 法 国资 产 阶 级 革命 以 思想 启蒙 运动 开始 ， 和 恤 们 
高 举 科学 与 理性 两 面 大 旗 ， 从 科学 反对 神学 ， 以 理性 反对 迷信 ， 
局 蒙 思想 家 伏 尔 泰 很 重视 数学 ， 百 科 全 书 派 达 阴 员 尔 本 身 就 是 大 
数学 家 ， 搂 写 百 科 全 书 中 的 数学 条 目 。 法 国 数学 已 超过 英国 ， 并 
拥有 了 包括 拉 普 拉 斯 、 拉 褚 朗 日 等 著名 数学 家 和 约 阵 营 ， 法 国 成 为 
世界 数学 中 心 ， 他 们 的 优势 一 直 持 续 到 19 进 纪 ， 法 国 数学 的 主 
要 成 有 议 首 先是 进一步 发 展 了 数学 分 析 ， 克 莱 罗 (Clairaut， 太 1e 一 
xis-Claude，1713~1765》、 欧 拉 册 究 有 曲线 和 曲面 的 力学 问题 和 
站 学问 题 。 大 地 测量 和 地 图 绘制 促进 了 微分 几何 的 产生 ;， 拉 情 朗 
日 和 员 努 利 兄 弟 研 究 力 学 和 天 体 运 行 ， 建 立 了 变 分 法 和 常 微 分 方 
程 埋 论 ; 达 妆 由 处 【dlembert Jean Le Rond,1717~1783}、 
控 次 拦 斯 ， 拉 格 朗 日 研究 孩 振 动 、 弹 性 力学 和 万 有 引力 ， 建 立 偏 
缴 分 方程 理论 《主要 是 一 防 的 ) : 欧 拉 ， 柯 西 建 立 了 严格 的 极限 
理论 作为 微 积分 的 基础 。 友 流体 力学 的 研究 促 先 了 复 变 函数 论 的 
产生 ; 估 罗 瓦解 各 次 方程 ， 引 进 了 " 群 “ 的 概念 ， 揭 开 了 近世 代 教 
葛 序 幕 ，1809 年 蒙 上 月 【Gaspard XMonge，1746-~1818) 出 版 第 

196 


一 本 微分 几何 著作 《4 分 析 在 几何 上 的 应 用 ，1822 年 数学 家 虎 加 莱 
研究 几何 图 形 在 投影 变换 下 的 不 变性 质 ， 建 立 了 射影 几何 ， 射 影 
几何 在 19 堆 纪 下 半 叶 成 了 几何 的 中 心 ， 

6。19 世纪 和 要 国 数学 的 呢 起 

随 着 19 世纪 德国 资产 阶级 革命 运动 的 发 展 ， 德 国 建立 了 绕 
一 的 德意志 帝国 ，。 既 济 上 资本 主义 工业 有 了 很 大 发 展 ， 矿 产 、 煤 
火 ，、 纺 织 、 化 工 ， 交 通 运 输 业 等 迅速 发 展 ， 生 产 的 机 械 化 逐年 谱 
加 。 特 别 是 菜 因 区 工业 最 发 达 ， 工 业 上 迅速 赶 超 莫 法 综 老 牌 资 本 
主义 国家 ， 采 用 了 最 新 科学 成 就 这 条 捷径 ， 大 力 实 行 鼓励 科学 发 
忆 前 政策 ， 推 动 科学 技术 发 展 。 例 如 ，1i873 年 德国 生产 合成 染 
料 已 过 1 千 吨 ， 在 染料 技术 上 的 专利 就 有 948 项 ， 而 英国 只 有 
82 项 ，1895 年 德国 出 现 了 各 行 各 业 普 遍 超 过 英国 的 势头 ， 成 为 
-世界 经 济 大 国 。1873 年 建立 “国立 物理 研究 所 *。 由 国家 组 织 科 学 
研究 ， 这 在 世界 上 是 最 早 的 ， 促 进 了 德国 科技 进入 繁荣 时 期 。 特 
别 是 19 世纪 下 半 叶 ， 著 名 科学 家 成 批 涌现 ， 成 四 累累。 在 欧洲 
各 国 自 然 科 学 进步 的 条 件 下 落 名 的 德国 古典 哲学 《 黑 格 尔 、 碌 德 
费 尔 巴 哈 ) 也 发 展 起 来 ， 他 们 以 轧 竺 原则 为 基础 ， 提 出 了 颇 有 系 
统 的 关于 自然 办 全貌 的 理论 。 特 别 是 康德 强调 在 一 切 自 然 科学 中 
地 用 数学 的 重要 性 ， 他 把 数学 和 自然 科学 紧密 地 联系 在 一 起 ， 这 
就 推动 了 德国 数学 的 发 展 ， 使 德国 成 为 世界 数学 大 国 . 

德国 数学 的 主要 成 就 首先 是 数学 分 析 的 巨大 进展 。 德 国 数学 
家 维尔 斯 特 拉 斯 (1815 一 1897 年 ) 建立 了 极限 理论 ， 确 定 了 一 
致 收 侣 性 概念 。1872 年 数学 家 戴 德 金 、 碌 托 尔 、， 维 尔 斯 等 拉 斯 
建立 了 实数 的 严格 定义 。 康 托 尔 研究 变量 和 函 灼 锋 念 的 精确 化 而 
建立 集合 论 ， 发 展 了 超 穷 基数 的 理论 ， 为 实 变 函 就 蔓 定 了 基础 ， 
著 省 数学 家 高 斯 在 数论 、 民 数 、 数 学 分 析 、 概 率 沦 、 级 就 理论 等 
许多 数学 领域 都 有 重要 的 发 现 ， 高 斯 还 发 现 了 非 欧 儿 何 学 。 数 学 
家 黎 蝇 于 1854 年 创立 了 非 欧 几 里 得 的 丈 曼 几何 学 ,， 同时 提出 了 
拓扑 流 形 的 入 念 。1899 年 数学 家 希 尔 伯 特 的 名 著 《 儿 何 学 基础 # 一 
书 出 版 ， 提 出 了 欧 几 里 得 用 何 学 的 严格 公理 系统 一 一 希 尔 们 特 从 
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理 了 系统 ， 克 服 了 欧 氏 几何 原本 》 的 缺陷 ， 对 数学 的 公理 化 思潮 产 
生 了 巨大 的 影响 。 著 名 数学 家 交 汪 因 发 表 了 莫名 的 * 埃 尔 兰 根 综 
领 *， 听 确 提 出 数学 各 科 的 共性 问题 ， 次 先 提 出 将 各 种 几何 看 必 
是 各 种 群 的 不 变 监 的 理论 ， 揭 示 了 似乎 级 不 相同 的 几何 之 间 的 统 
一 形式 "引起 了 数学 观念 的 深刻 变革 。 他 还 创立 自 守 函数 论 。 吏 
业 因 提醒 数学 家 要 高 座 重 视 数 学 应 用 ,他 筹建“ 哥 廷 根 应 用 数学 
和 技术 促 进 链 会 "， 开 他 了 科学 家 同 经 济 界 领导 人 合作 的 先河 ， 
对 德 轩 应 用 数学 的 发 展 起 了 重要 作用 。 这 座 花 费 100 多 年 功夫 建 
立 起 来 的 国际 数学 中 心 ， 却 在 德国 法 西 斯 的 空前 的 政治 迫害 下 左 
于 一 瑟 。 

7- 20 世纪 中 叶 美 国 成 为 数学 大国 

20 世纪 多 过 二 次 世界 大 成 ， 主 要 工业 发 达 国 家 都 受到 摊 
衔 ， 和 者 成 了 也 国 ， 急 待 补养 自 数 。 唯 有 美国 利用 战 时 军需 工业 的 
发 展 ， 产 值 翻 了 一 盔 ， 比 成 前 更 加 繁荣 富强 ， 进 入 经 济 用 展 的 . 
“黄金 时 代 *， 成 为 世界 上 经 许 大国。 成 村 技术 转 和 民用， 刺激 生 
产 发 展 ， 工 农业 向 机 械 亿 ， 电 气 化 、 和 由 动 化 上 发展。 雷达 的 上 发展 ， 
刺激 了 电视 广播 与 通 迅 事业 新 技术 发 展 。 喷 气 式 飞 宙 攻 来 交通 运 
输 工 具 的 革命 ， 火 第 技术 使 后 来 宇航 事业 成 为 国家 事业 。 原 子 能 
科学 推动 了 人 能源 革 命 。 自 动 化 技术 、 信 息 沦 成 为 改 迹 生 产 面 报 号 
社会 面 钵 的 重要 手段 。 特 别 是 电子 计算 机 的 发 明 ， 大 大 提高 了 各 
项 工作 的 效率 ， 促 使 科学 技术 高 速度 发 展 ， 从 而 推动 数学 蕴 皮 
展 。 美 国 成 为 数学 的 大 国 。 

美国 的 数学 取得 了 重大 进展 。 著 名 数学 家 冯 ' 谎 居 四 由 于 经 
放 与 军事 的 需要 ， 创 建站 策 论 ，1944 年 从 与 摩根 斯 等 思 《ODSsEat- 
Moreenstern,) 合 次 的 (对 策 沦 与 经 济 行 为 一 书 ， 标 志 党 对策 论 
诞生 ”他 对 点 集 论 ， 算 子 理论 ， 连 续 群 论 以 及 设计 制 成 第 一 台电 
子 计算 册 等 都 有 重要 和 贡献。 数学 家 柏 克 圳 夫 《〈《Geotge Danid B- 
irkhoff，1884~1944 年 ) 用 他 发 明 的 极 小 极 大 方法 推进 动力 系 . 
统 的 研究 ， 他 的 工作 总 结 在 1927 年 出 版 的 (动力 系统 } 一 书 中 。 
这 个 理论 把 拓扑 和 分 析 紧 密 地 结合 起 来 ， 成 为 数学 研究 约 一 个 主 . 
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要 工具 。 数 学 家 维 钠 【Norbert 网 iener，1894…-1964 年 ) 与 生 
物 学 家 、 工 程 靶 术 人 员 合 作 ， 于 1948 年 创建 了 控件 论 》 新 学 科 - 
数学 家 申 农 (Claude Elwood Shannou，1916~ ) i1948 
年 在 只 尔 电 话 人 研究 所 工作 时 创建 了 《信息 论 ) 渐 学 科 , 站 同一 时 
吉 ， 洲 名 美 谢 华人 数学 家 陈省身 首创 运用 纤维 从 于 微分 几何 研 
完 ， 提 出 村 后 被 广泛 应 甩 的 陈 示 性 类 。50 年 代 以 来 ， 埃 .起 夫 遇 
(Hofmann,，1924~) 和 和 蕊 :和 霍 尔 (M.Holl，1900-~ ) 等 人 
研究 4 组 全 数学} 取得 很 大 进展 ， 并 且 广 泛 应 用 于 试验 设计 、， 规 划 
理论 、 网 络 理 论 、 信 息 编 玛 等 方面 。1853 年 基 费 (JJ. 玫 iefer， 
1924 一 ) 等 人 据 出 了 优选 法 。1956 年 美国 杜邦 公司 采用 了 一 种 
统筹 方法 ， 是 一 向 安排 计划 和 组 织 生 产 的 数学 方法 。1957 年 贝尔 
最 【1920 一 )》 创立 动态 规划 理论 。1958 年 美国 揭 一 个 计算 机 协会 
小 组 创立 了 算法 语言 ， 用 于 电子 计算 机 程序 各 动 化 。 数 学 家 轴 宾 
和 逊 运用 数理 逻辑 的 方法 ， 合 无穷小 量 苞 得 新 生 ， 于 1980 年 提出 了 
非 标 准 分 析 ， 著 有 4 非 标 准 分 析 》 一 书 。1965 年 美国 数学 家 扎 德 创 
建 了 模 衫 数学 新 学 科 。1976 年 美国 菇 利 诺 大 学 欧 阿 侯 尔 (K.Ap 
-Pel) 和 黑 肖 (W .Haken) 在 计算 机 药 辅 劲 下 证 明了 四 色 癌 题 ， 
这 一 成 果 使 数学 界 大 为 震 亿 ， 开 各 人 和 和 宙 器 合作 去 解决 理论 问题 

8， 前 苏联 或 为 数学 强国 

十 月 革命 后 前 苏联 社会 主义 现代 化 建设 速 席 很 快 ， 二 次 大 哄 
后 ， 前 甸 联 社会 主义 经 济 恢复 较 块 ， 色 济 建设 还 速 发 展 普 经 是 世 
界 上 第 二 超级 大 国 ， 特 别 是 重工 业 与 国防 军事 工业 实力 很 强 ， 
核武 器 、 火 箭 导 弹 。 人 造 卫 星 、 宇 宙 飞 船 等 处 于 地 界 先 进 水 
平 。 科 学 技术 攻 勃 发 展 ， 促 进 数 学 的 发 展 ， 前 苏联 成 为 数学 强 
于 。 

前 苏联 数学 的 主要 成 就 。 数 学 家 柯 尔 贡 到 沸 兴 (Annpen 
Huronaenau Konumoropon,1903 一 一 ), 李 对 开创 现代 数学 的 一 
系列 下 要 分 文 作出 重大 贡献 ， 他 建立 了 在 测度 论 基 础 上 的 帆 率 沦 
-公理 系统 ， 秽 定 了 近代 概率 论 的 基础 ， 乙 也 是 随机 过 程 沦 的 葛 基 
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大 之 一 ，50 年 代 他 把 经 典 力学 与 信息 论 结 合 起 来 ， 解 决 了 对 称 


量 出 体高 速 旋转 的 稳定 性 和 磁力 线 曲 而 的 稳定 性 。60 年 代 后 他 又 
倒立 了 信息 算法 理论 。1980 年 出 于 他 在 调和 分 析 、 和 概率 论 ， 动 力 
系统 方面 出 色 的 工作 获 沃 尔 夫 紫 。 数 学 家 维 谎 格 息 少 夫 (Nnan 
MarpeeBBTII IOrpamoa，1891 ~ 1983 ) 他 的 主要 贡献 在 解 
析 数 论 广 而 ,他 证 明了 ， 存在 正 数 使 得 每 个 大 于 己 的 奇 交 是 二 
个 奇数 之 和 和 ， 称 为 哥 德 巴 末 一 一 维 诺 虞 搁 多 大 定理 ， 人 性 一 生 不 
肠 完 善 各 发展 合计 各 种 三 龟 和 的 方法 ， 在 许多 著名 数论 问题 上 得 
天 重要 综 果 。 窟 ( 太 NERCAHHD 人 KOBIEBH9U 惟信 EUvH，1894 
一 1959) 是 现代 概率 论 的 融 菇 人 之 一 ， 在 分 林学 、 数 沦 、 朗 率 论 
对 统计 力学 的 应 用 方面 也 有 重要 贡献 。 想 在 1932 年 发 表 了 排队 论 
的 论文 ，50 年 代 汪 了 营 各 的 专 普 。 数 学 家 卢 津 (Hakona Hk。 
BasBEE :17sNH1833 一 1950 年 ) 和 苏 斯 林 ， 亚 历 山 德 罗 天 共同 伺 
建立 新 的 数学 理论 一 一 撒 述 性 函数 论 。 后 来 他 还 发 现 了 新 的 和 储 
射影 沁 。 他 在 微分 几何 ， 激 分 方程 等 领 成 都 有 建 笛 。 数 尘 训 
寿 德 里 亚 金 (JJea 人 esHoBHI TIoHTPRTHH，1908 一 一 ) 的 拓 . 
扑 群 的 庞 德里 亚 金 对 偶 定 再 ， 庞 德里 亚 金 示 性 类 都 是 十 分 重要 的 
工作 。50 年 代 开 始 研 究 振动 理论 和 最 优 控制 理论 ， 以 大 德里 炎 会 
的 极 值 原理 营 称 于 世 。 闻 的 七 要 将 作 有 4 拓扑 和 群 3 。 数 学 家 六 尔 注 
德 (N3paunp MomceeBHI rexzp 中 aHH，1913 一 ) 发 展 了 议 由 站 . 
环 论 ， 即 变换 妃 拿 赫 代 数论 。 他 着 重 研 究 广义 郑 数 ， 并 与 踢 人 党 
写 了 关于 广义 函数 的 密 着 卢 落 。 以 1968 年 开始 ， 他 研究 光滑 波形 


十 所 有 光滑 向 量 场 构成 的 李 代 数 的 上 同 沽 ， 在 微分 几何 和 代数 托 ; 


扑 中 有 重要 作用 。1878 年 他 获得 沃 尔 夫 奖 。 

可 见 ， 数 学 史 证 明了 数 尝 中心 的 转 殉 ， 同 经 济 、 科 学 技术 租 
转移 相 一 至 。 进 步 的 社会 ， 繁 荣 的 经 济 ，、 竺 进 的 科技 是 数学 发 展 - 
的 必要 和 有利 条 件 ， 数 学 与 经 济 、 科 技 都 有 器 切 的 联系 。 但 是 ， 
社会 环境 前 作用 ,除了 经 济 基 杭 ,还 表现 为 收治 变革 .哲学 思想 ,以 
及 一 般 文 化 的 影响 ， 所 以 在 经 济 不 屁 最 发 达 的 国家 数学 蹄 身 于 先 . 
进行 列 也 是 可 能 的 ,第 一 次 志 界 大 成 后 的 波兰 数学 发 展 就 是 一 例 . 
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二 、 现 代数 学 与 社会 实践 


数学 的 产生 与 发 展 ， 同 人 类 社会 生产 、 科 学 活动 有 密切 关 
系 。 旺 苦 现 代数 学 的 高 认 抽 象 化 ， 数 学 犁 身 独 立 性 增强 ， 数 学 与 
社会 实 唉 的 关系 日 殉 多 样 化 ， 也 蝎 扑 密切 。 

1. 社会 生产 向 数学 提 出 需求 ,促使 新 的 数学 理论 与 方法 产生 

”已 格 斯 指出 ，“ 数 党 是 从 人 的 需要 中 产生 的 ， 是 从 丈量 土地 
和 测量 容积， 从 计算 叶 间 和 制造 器 书 产 生 的 "全 信 利 咯 认为 数 学 
和 科学 的 基础 是 实验 ， 只 有 在 实验 的 基础 上 进行 数学 分 析 才 能 认 
误 自 然 虎 律 ， 他 承 沁 数 党 知识 来 自 对 自然 界 的 认识 。 现 代数 学 是 
人 们 长 期 社会 实 跷 活动 中 经 过 抽象 民 维 而 产生 的 。 现 代 生 产 技 术 
和 科学 的 迅速 发 展 ， 使 数学 问题 的 现实 来 源 更 加 广泛 了 ， 概 率 论 
研究 最 初 是 出 于 保险 业 的 发 展 ， 伍 是 藤 午 数学 家 思索 的 专门 问题 
却 是 钥 子 和 纸牌 赌博 的 贵族 们 的 要 求 。 运 筹 学 是 第 二 次 世界 大 战 
期 间 发 展 起 来 的 ， 用 于 研究 军事 活动 和 经 济 活 荔 有 关 运 用 、 筹 划 
与 管理 等 方面 的 问题 ， 通 过 数学 的 运算 ， 作 出 合理 的 安排 ， 有 效 
地 使 用 人 力 ， 物 力 ， 提 高 效率 。 由 于 探讨 跨 声 速 飞 行 推动 了 混合 
型 偏 微 分 方程 理论 的 研究 。 而 泛 函 分 析 的 发 展 则 是 由 量子 力学 
和 电动 力学 问题 、 计 算 技 术 问 题 、 物 理学 和 技术 的 统计 阿 题 等 等 
所 推动 的 。60 年 代 初 我 国 数学 家 独立 创造 的 解 椭 圆 型 微分 方程 
的 系统 化 计算 方法 一 -有 限 元 法 ， 短 短 10 年 中 已 成 功 地 应 用 于 
几 十 个 科技 领域 .实践 鬼 需 要 促进 了 有 有限 元 法 的 研究 与 逐步 完 
状 。 由 于 研究 复杂 系统 与 模糊 现象 ， 研 究 用 电子 计算 机 摸 氢 人 脑 
去 识别 模糊 图 象 ， 促 使 入 们 提出 了 模糊 数学 。 突 迹 理 论 是 由 于 研 
完 自 然 现 象 和 社会 现象 中 由 渐变 、 量 变 发 展 为 突变 ， 质 变 的 过 程 
而 产生 的 。 所 有 这 些 说 明 现 实 世 界 蕴藏 着 无 穷 无 尽 的 数学 原料 ， 
永远 不 可 窃 尽 。 而且， 直接 来 自 实际 材料 的 数学 概念 越 儿 ， 通 过 
再 加 工 而 发 展 新 概念 的 可 能 性 就 越 大 ， 正 如 恩格斯 所 说 , “为 了 
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继续 前 进 ， 我 们 必须 汲取 真实 的 关系 ， 求 自 现实 物体 的 关系 和 空 
间 形 式 ” .多 

2。 社会 实践 是 答 验 数学 真理 的 标准 

粕 学 发 展 依 玉 社 会 生产 和 科学 技术 的 发 展 ， 也 可 以 由 数学 官 
筷 纯 粹 好 辑 地 提出 问题 ， 它 具有 相对 独立 性 。 当 一 个 数学 分 六 基 
硝 竟 定之 后 ， 它 的 进一步 发展 ， 常 常 并 不 县 来 自 外 部 的 明显 影 
哆 ， 雪 而 它 自 己 就 以 一 个 真正 提问 者 的 身 当 出现 ， 异 盎 于 届 辑 的 
方法 就 能 提出 和 解决 许多 新 的 富有 成 蜡 的 问题 。 另 外 ， 在 数学 发 
展 舶 一定 阶 段 ， 贝 于 对 已 经 积累 的 站 富 材 料 的 分 析 ， 世 会 提出 一 
些 数 学 理论 自身 徇 巴 捕 。 解 闫 这 些 矛 盾 的 过 程 有 时 还 可 以 导致 数 
学 新 学 科 的 建立 。 获 学 的 党 展 具 有 相对 性 。 数 学 理论 的 发 展 可 以 
走 在 生产 与 科学 实验 等 社会 活动 的 前 画 ， 为 它们 作 好 理论 的 储 
备 ， 成 为 研究 科学 技术 问题 的 有 效 方 法 。 这 样 ， 数 学 新 理论 的 真 
还 性 最 后 还 得 由 社会 实践 所 检验 。 如 19 世纪 数学 家 尝试 证 明 钦 
氏 儿 何 第 五 公设 的 问题 ， 最 后 以 逻辑 推导 出 非 欧 几何 学 这 一 新 学 
科 。 高 斯 最 时 发 现 非 欧 几 何 学 的 轮廓 ， 他 怕 新 理论 会 被 人 凯 筑 ， 
未 逆 提 出 。 另 一 发 现 非 欧 几何 学 和 的 倒 牙 利 数学 家 滤 尔 约 则 ， 良 知 
道 高 斯 也 有 此 发 现 而 感到 滔 丧 .办 芝 切 夫 斯 基 在 1826 年 公布 了 非 
欧 几 何 ， 齐 到 各 种 并 笑 与 说 品 。 一 二 到 20 世纪 爱 因 斯 进 的 相对 
论 中 成 功 地 应 用 非 欧 几何 ， 才 被 作为 科学 理论 而 获得 充分 发 展 。 
公元 前 200 年 希腊 几何 学 家 阿波 罗 尼 疯 斯 的 "圆锥 则 线 论 ", 经 过 
1800 年 才 找 到 了 在 光学 锰 物 镜 研究 和 天体 运 动 理 论 中 的 具体 应 
有 也， 本 世纪 初 ， 肖 克服 黎 曼 积分 的 局 限 性 建立 了 “ 勒 贝 格 测 度 和 
积分 理论 ", 当时 由 于 找 不 到 应 用 而 章 到 读 讽 ,今天 , 勒 内 格 积 分 却 
成 为 现代 控制 论 、 信 息 论 等 学 科 不 可 少 的 工具 。 布 尔 代 数 芍 发 明 
人 绝 没 有 想到 他 的 理论 会 被 用 于 电子 计算 机 。 履 里 叶 弘 数 的 世 抬 
人 同样 也 没有 想到 根 锯 他 私 理 论 发 展 出 来 的 绪 民 分 析 会 在 盏 达 探 
测 、 全 息 照 租 等 技术 中 大 显 身手 。 一 直 被 作为 纯 理 论 来 锋 究 的 数 
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论 ， 它 的 许多 结果 如 今 在 计算 方法 、 代 数 编码 ， 组 合 沦 、 计 算 机 
科学 等 领域 内 得 到 了 广泛 的 应 用 。1860 年 初创 时 作为 纯 数 学 理 
论 一 部 分 的 矩阵 理论 ，65 年 后 作为 描述 原子 系统 中 算 降 力学 的 
基本 数学 工具 得 到 了 应 用 。 张 量 计 算是 19 设 纪 90 年 代 创 立 的 ， 
仅 相隔 20 年 ， 就 被 爱 因 斯 地 应 用 于 和 相对论， 成 为 相对 论 的 基本 
数学 工具 。 徽 分 和 积分 算 子 的 本 征 遂 数 展开 理论 ， 是 希 尔 伯 特 于 
1906 僵 1910 年 创立 的 ， 约 20 年 后 (1927 年 ) 就 被 应 用 于 波动 
学 。 可 见 ， 数 学 理论 是 否 具 有 客观 真理 性 ， 实 践 是 检验 数学 理论 
的 标准 .这些 相对 发 展 阶段 的 纯 理 论 之 所 以 对 实践 有 巨人 的 指导 
作用 ， 正 因为 这 些 理论 是 基于 实践 基础 产生 的 押 代 数学 知识 继 
于、 积 景 与 发 展 的 结果 。 数 学 发 展 在 菜 一 分 支 、 某 一 阶段 上 常常 
宕 现 为 以 理论 到 理论 ， 而 从 整个 数学 发 展 过 程 来 看 ， 还 十 苯 牧 实 
践 一 -理论 一 一 实 跨 这 个 马克 上 思 主 义 认 识 论 的 基本 规律 的 。 

3。 数 学 对 社会 的 推动 作用 

是 然 ， 社 会 实践 是 数学 产生 的 基础 和 检验 数学 内 容 真 理性 的 
标准 ， 介 是， 数学 的 发 展 反 过 来 有 力 地 推动 着 社会 的 繁荣 和 各 进 
步 ， 这 是 数学 对 于 社会 的 巨大 的 反作用 。 

首先 ， 珊 代数 学 对 于 生产 技术 的 推动 突击 反映 在 产业 革 俩 的 
影响 。 在 早期 痪 本 主义 生产 力 发 展 需 要 刺激 下 产生 的 微 积 分 ， 反 
过 来 推动 了 以 机 域 运 动 为 主 的 17、18 世纪 的 科学 技术 。18 世 纸 
第 一 次 产业 革命 的 主体 技术 燕 汽 机 、 切 织 机 等 的 设计 及 对 运动 . 
吝 化 的 计 等 只 有 在 做 积分 发 明 后 才 有 可 能 。19 记 纪 60 年 代 开 始 第 
二 次 产业 革命 ， 前 后 分 为 两 个 阶段 。 第 一 阶段 以 发 电机 、 电 动机 
为 主体 技术 ， 这 些 技术 当然 是 依 合 了 电磁 理论 ， 但 电 斑 理论 的 研 
罕 孝 大 与 数学 分 桥 的 应 用 分 不 开 的 。 电 磁 作 用 的 数学 基础 由 数学 
家 高 斯 、 泊 松 {Simeon-Denis Poisson，1781~1840 年 ) ， 法 国 
数学 家 和 格林 (George 加 rfesa，1793~…1841) ， 英 国 数学 家 等 
人 所 建 立 。 第 二 阶段 的 主体 技术 是 无 线 电 通辽 技术 ， 它 渊源 于 者 
多 斯 韦 从 数学 上 预言 电磁 波 的 存在 。 正 如 宪 克 思 韦 所 指出 的 ， 伴 
车 没有 高 白 、 格 困 等 人 提出 的 位 势 吾 论 、 没 有 偏 微分 方程 这 个 数 
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学 工具 ， 他 是 不 可 能 建立 其 电 琅 波 学 说 的 。 

20 世纪 40 年 代 开 始 的 第 三 次 产业 革命 ， 主 要 是 电子 计算 
机 ， 原 子 能 ，、 空 间 技 术 与 生产 让 动 化 等 。 现 伐 通 用 数字 计算 机 的 
概念 最 星 是 数学 家 巴 贝 兰 【Charles Babbage 1792 一 1871， 英 国 
数学 家 ，) 提出 的 ， 后 来 英国 数学 家 图 现 《Alan Mathison Tu 一 
ring，1912~1954) 从 数学 上 和 证 明了 制造 通用 数字 机 的 可 能 性 。 
而 在 世界 上 第 一 台 通 用 电子 计算 机 的 设计 改进 中 ， 数 学 家 到 诺 
焦 曼 起 了 关 甸 作出。 因此 ， 在 现代 计算 机 发 展 的 每 个 重 天 关头 ， 
都 记载 着 数学 家 的 贡献 。 如 果 没 有 图 灵 的 "理想 计算 机 "， 没 有 布 
未 代数 ， 没 肚 ， 诺 依 曼 的 存 人 迄 程 序 设 计 思 想 ， 吏 代 电 子 计 算 机 . 
的 发 展 也 是 不 可 能 的 ， 

数学 对 于 和 解决 原子 能 技术 与 空间 技术 问题 也 起 了 重 轰 作用 . 
众所周知 ， 原 子 能 释放 的 可 能 性 普 先 是 由 爱 因 斯 坦 论 证 的 他 种 
用 数学 工具 导出 的 著名 公式 瑟 =tmc? 揭示 出 质 能 转化 的 规律 ， 美 
国 第 一 轿 原子 弹 研制 过 程 中 ， 吸 收 了 一 批 数 学 家 人 参加， 冯 - 诺 依 
曼 就 是 第 一 颗 原 子弹 研制 基地 洛斯 : 阿拉 水 斯 实验 宁 的 主要 科 学 
顾问 。 这 些 数学 家 的 数学 计算 对 于 保证 研制 工作 的 顺利 进行 非常 
重要 。 邓 年 代 苏 联 为 了 实施 核 计划 与 空间 计划 ， 也 充分 动员 了 数 : 
学 家 。1953 年 苏联 科学 院 成 立 应 用 数学 所 ， 苏 卫星 计划 的 轨道 
计算 部 分 就 是 在 这 里 进行 的 。 该 所 专门 承担 与 空间 技术 ， 核 技术 
上 与 自动 化 技术 有 关 的 课题 并 从 事 相 当 的 理论 研究 。 我 国 数学 家 司 : 
义 世 等 以 大 量 的 科学 计算 保证 了 我 国 核 计 划 在 理论 上 的 可 靠 性 。 

至 于 委 动 化 技术 ， 它 的 发 展 受 到 控制 论 的 深刻 影 攻 ， 而 控制 
论 的 主要 创始 人 和 开拓 者 是 当代 杰出 的 数学 家 维 钠 、 虎 特 明 人 金 
《1908 一 1988】 等 ， 

可 狗 ， 历 次 产业 革命 的 主体 技术 都 与 狐 学 的 新 理论 ， 新 方法 
有 直接 与 间接 的 关联 ， 显 示 了 数学 理论 转化 为 生产 力 前 巨大 功能 . 
与 潜力 。 

其 次 ， 为 解决 数学 内 部 耶 盾 而 产生 的 纯 数 学 成 果 在 技术 革命 
及 产业 革命 中 获得 意外 的 重要 应 用 。 岗 如 用 数学 形式 描述 逻辑 刀 
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维 规律 而 建立 的 布尔 代数 ， 后 来 成 为 计算 机 线 获 设计 不 可 页 少 移 
法 宝 。 

还 有 现 有 数学 知识 的 直接 应 用 ， 这 类 应 用 是 大量 的 ,经营 
欧 ， 和信 们 往往 对 之 习以为常 ， 但 有 时 也 会 引起 震惊 。 历 史上 如 第 
一 条 横越 大 西洋 的 海底 电缆 工程 ， 徘 备 冤 年 ， 屡 遭 失 败 ， 后 采 
用 了 葛 国 数学 物理 学 家 汤姆 生 (James Thomson，1824~-1907 
年 】 以 数学 推导 为 基础 的 方案 ， 终 于 在 1865 年 一 举 安装 成 项 ， 
喜 动 了 当时 科技 界 而 被 传 为 数学 应 用 之 佳话 。 超 音速 飞机 机 翼 设 
计 必 须 借助 复 变 又 数论 中 的 保 角 上 映射 。 现 代 汽 车 与 远洋 巨轮 的 外 
形 要 依靠 计算 几何 与 样 条 淖 数 而 得 到 。70 年 代 , 苏 步 害 教 授 
{ 1902~— ) 参加 上 海江 再 造船 厂 船 体 曲 线 放样 ， 数 学 放样 是 
以 数学 上 求 出 船体 的 则 线 。 李 应 用 3 次 参数 样 条 曲线 的 数学 方 
污 ， 再 由 数控 机 床 切 割 出 所 需 票 的 材料 ， 可 节约 人 人力， 物力 ， 有 站 
动 导航 设备 腐 不 开 卡 尔 友 滤波 理论 ， 石 油 地 震 勘 探 少不了 时 间 序 
列 的 数学 方法 ， 还 有 核反应 玲 计 算 ， 人造 卫 星 资 态 控制 ， 等 等 ， 
都 必须 应 用 现代 数学 运算 ， 

随 着 科学 技术 的 迅速 发 展 ， 炒 学 成 果 应 用 的 速度 在 加 速 ， 局 
期 在 负 短 。 有 些 数学 理论 具有 相对 独立 性 ， 常 常 领 先 发 展 ， 成 为 
数学 基础 理论 储 笠 。 这 种 储备 在 适当 前 时 机 和 和 一定 条 件 下 转 作 为 
生产 力 而 对 社会 产生 影响 。 因 此 ， 我 们 庶 该 积极 地 支持 数 原 理论 
人 情 备 ， 增 进 数 学 理论 转化 为 生产 力 的 可 能 性 ， 


三 、 现 代数 学 与 社会 管理 


随 着 社会 的 发 展 和 进步 ， 现 代 社 会 经 营 规 模 越 来 越 天 ， 越 来 
越 复 杂 ， 变 求 社会 管理 精确 化 、 科 学 化 ， 这 就 必须 运用 现代 数学 
方法 。 

1， 既 济 管 理 必 须 应 用 数学 

经 济 管理 是 最 基本 的 社会 管理 。 经 济 学 中 的 许 宪 因素 ， 指 标 
如 上 生产 量 ， 总 收入 ,工资 ,价格 等 等 ， 都 必须 用 数量 表示 。 扒 而 由 
于 多 济 变量 之 间 的 因果 关系 变化 莫 测 ， 数 学 在 经 济 中 的 应 用 发 展 
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是 迟缓 的 。 但 本 世纪 30 年 代 以 来 ， 数 学 在 经 济 管理 中 的 作用 阴 
显 增长 ， 经 济 分 析 中 运用 数学 方法 已 被 证 明 是 一 种 有 效 的 途径 ， 
并 未 渐 形 成 了 数学 经 济 的 交叉 学 科 。 目 前 ， 数 学 经 济 大 致 包括 两 
大 部 门 ， 即 偏重 统计 手段 的 计量 经 济 学 和 以 抽象 的 数学 经 济 模型 
理论 为 主 的 数理 经 济 学 。 现 介绍 主要 的 经 济 方法 如 下 : 

对 策 论 方法 。 对 往 论 最 早 的 始祖 是 我 国 战 国 时 代 ， 本 世纪 
40 年 代 ， 汉 . 备 依 如 创立 对 策 论 并 应 用 于 经 济 学 ， 这 是 西方 数理 
经 济 学 的 正式 形成 。 对 策 论 的 经 济 模型 就 是 将 社会 经 济 看 作 是 一 
种 竞争 体系 ， 根 据 已 斐 得 的 信息 进行 定量 分 析 以 寻找 最 佳 方案 。 

最 优化 方法 。 最 优化 方法 研究 在 一 定 约束 条 件 下 如 何 选取 某 
些 因素 的 值 使 某 个 (或 4 个 ) 指 标 达 到 最 优 ， 因 此 在 经 济 学 中 自然 
有 广泛 应 用 。 例 如 最 优 经 济 决策 的 选择 、 国 民 经 济 计划 的 确定 ， 
经 济 静 态 平 笑 与 动态 平衡 模型 的 建立 等 等 。 解 决 最 优化 问题 的 主 
要 数学 方法 是 数学 规划 ， 即 研究 在 变量 x 二 (x ,x2r……… ,Xo) 受到 
某 些 条 件 的 束 情况 下 如 何 寻 求 一 个 x 使 某 个 (或 n 个 ) 函 数 在 该 处 
达到 极 大 值 或 极 小 值 。 这 里 的 函数 称 为 目标 孙 数 ， 根 据 目 标 函数 
和 约 贡 条 件 的 不 同 ， 数 学 规划 又 可 分 为 线 狂 规划 、 非 线性 规划 、 
动态 规划 、 多 目标 规划 等 不 同 分 支 。 

优选 法 和 统筹 法 是 最 优化 方法 的 一 部 分 ， 本 世 纪 60~70 年 
代 ， 在 华罗庚 教授 的 倡导 下 曾 在 国内 推广 ， 到 得 很 大 的 成 绩 . 

投入 产 出 方法 。 它 是 利用 数学 方法 综合 地 分 析 和 研究 国民 经 
济 各 部 门 各 地 区 在 产品 生产 和 消耗 间 的 数量 关系 及 其 数学 模 理 的 
一 各 方法， 因此 它 义 叫 部 门 联系 平衡 法 ， 或 "产业 关联 "法 。 这 种 
方法 的 主要 特点 和 作用 ， 是 要 解决 一 个 经 济 系 统 的 各 部 门 之 间 在 
发 展 过 程 中 的 平衡 济 调 问 题 。 采 用 投入 产 出 方法 ， 可 以 指示 国民 
经 济 各 部 门 的 技术 经 济 联系 和 次 生产 过 程 中 的 重要 比例 关系 ， 在 
对 经 济 过 程 进行 质 的 分 析 基 础 上 ， 考 察 它 的 量 的 关联 性 ， 从 丽 党 
握 其 发 展 的 规律 。 这 对 加 深 理解 经 济 过 程 的 本 质 ， 制 定 有 科学 根 
据 的 国民 经 济 计 划 ， 全 而 提高 经 营 管理 的 经 济 效果 都 有 十 分 重要 
的 意义 。 
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投入 产 出 方法 是 本 世纪 30 年 代 由 美国 哈佛 大 学 教授 现 西 里 
“河马 节 夫 首次 发 展 起 来 的 ,他 在 1938 年 发 表 的 论文 4 美国 经 济 系 
统 中 的 投入 和 产 出 的 数量 关系 》 中 ， 首 先 公开 提出 了 投入 产 出 分 
析 的 基本 思想 和 实 跟 ， 随 后 在 他 发 表 的 《美国 经 济 结构 ，1919~ 
1929 江 1941 年 ]，& 美 国 经 济 寻 枸 ，1919 一 1939 1951 年 ), 《 美 
国 经 济 结构 研究 并 1953 年 ) 等 著作 中 ， 作 了 进一步 的 论述 。50 年 
伐 息 在 欧美 和 苏联 中 行 。 我 国 从 60 年 代 初 采用 了 投入 产 出 方 
法 。1976 年 编制 了 我 国 第 一 张 投 入 产 出 表 ， 即 1973 年 国民 经 济 
投入 产 出 表 ， 其 中 主要 产品 有 61 奖 。 国 家 计 委 组 织 斌 网 的 1981 
年 国民 经 济 投入 产 出 表 其 包括 26 个 部 门 149 种 产品 ， 是 第 二 张 
全 国 规模 的 投入 产 出 表 。 一 些 智 市、 部 门 和 企业 ， 世 分 别 续 出 了 
地 区 、 部 门 及 企业 的 投入 产 出 表 ,. 并 应 用 到 实际 工作 中 去 .投入 产 
出 方法 已 引起 广大 经 济 管理 人 员 的 重视 ， 正 在 推广 。 

数学 预测 方法 。 运 用 已 占有 的 资料 对 经 济 变量 作 巴 测 、 帖 
计 ， 包 括 计 量 经 济 预测 法 、 回 归 分 析 预 调 法 等 。 

于 外 ， 经 济 成 长 理论 中 还 日 益 疼 避 使 用 微分 方程、 差分 方 
程 ， 这 年 来 对 经 济 理论 结构 的 朋 辑 探讨 太 将 点 集 论 、 指 扑 学 等 抽 
象 工具 引进 了 经 济 学 。 

经 济 学 的 数学 方法 作为 一 门 独 了 开 的 学 科 还 在 继续 发 展 。 必 须 
指出 的 有 是， 国民 经 济 是 一 个 极端 彪 大 复杂 的 系统 ， 经 济 数 学 不 放 
虑 数 灵 关系 以 外 的 因素 ， 并 且 数 量 模型 也 只 是 对 现实 邹 济 关系 的 
非常 近 拟 的 拱 述 ， 因 而 带 有 很 大 局 良性 ， 不 应 把 数学 方法 在 经 济 
学 中 的 应 用 绝对 化 ， 

2. 管理 决策 必须 应 用 数学 

其 本 措 纪 30 年 民 以 来 ， 出 理 了 一 批 “ 大 科 学 *“、 “大 工程 ”、 
“大 企业 "。 它 们 的 特点 是 规模 庞大 ， 结 构 复 区 ， 功 能 综合 ， 因 填 
从 多。 从 性 质 寺 判断， 它们 上 共有 广 请 性 、 才 结构 性 ， 堵 分 支 性 各 
烷 合 人 性， 等 特点 ， 其 参数 变量 之 多 ， 活 动 规律 之 复 热 ， 输 入 和 和 输 
出 信息 量 之 大 部 是 空 亲 的。 为 了 提高 社会 经 济 效 率 ， 不 仅 可 入 车 
' 先进 的 生产 技术 ， 丽 且 在 很 大 程 麻 上 加 依 洁 科学 的 决策 ， 其 次 ， 
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社会 活动 的 变化 驳 靖 ， 合 领导 者 不 断面 对 层出不穷 的 新 闻 题 ， 要 
求 他 们 审时度势 ， 统 观 全 局 ， 于 千 头 万 绪 之 中 找 出 关键 所 在 ， 权 
衡 利 几 ， 及 时 作出 可 行 、 有 效 的 决断 。 为 了 做 到 这 ~ 上 点， 单车 个 
人 的 经 验 是 不 够 的 ， 还 必须 深入 地 研究 科学 决策 方法 。 大 生产 在 
大 .、 财 , 物 的 投资 方面 是 空 萌 的 ,而 且 与 整个 社会 的 洛 方 面 也 千 丝 
万 秋 地 联系 在 一 起 ， 牵 一 发 而 动 全 身 。 困 此 ， 一 个 决策 的 失误 此 
然 会 引起 一 串 连 锁 反 应 ， 导 致 严重 的 后 果 。 所 以 ， 现 代 社 会 的 包 
况 ， 要 求 现代 领导 者 实行 科学 次 策 ， 月 前 ， 国 内 认 为 种 学 志 和 溪 必 
须 包 括 几 个 方面 : 国 关 策 总 是 为 了 达到 一 定 的 目标 ;四 决策 总 是 
.看 付 诸 实 施 的 ， 例 决策 总 是 在 若干 个 有 价值 的 方案 中 选择 最 优 的 
方案 .要 做 到 这 些 ,就 必须 运用 运筹 学 中 的 决策 方法 ， 包 括 我 们 在 
前 面 提 到 的 确定 型 问题 的 决策 方法 .风险 型 问题 的 诀 策 方法 . 非 确 
定型 问题 的 决策 方法 、 多 级 目标 问题 的 决策 方法 、 以 及 模糊 决策 
等 。 目前， 一 个 大 工程 或 大 企业 的 决策 ， 往 往 要 用 一 、 二 年 的 时 
间 ， 论 去 占 总 投资 万 分 之 十 的 费用 ， 米 进行 各 项 技术 经 济 的 分 析 
比较 ， 作 出 最 科学 决策 ， 正 确 的 决策 会 带 来 巨大 的 经 济 兹 益 和 和 社 
会 效果 。 相 反 ， 错 误 的 决策 会 造 成 巨大 经 济 损失 和 严重 的 社会 后 
梁 ， 

3。 公益 事业 必须 运用 数学 

现代 公共 福利 与 服务 事业 中 也 日 益 广泛 地 应 用 数学 ， 因 此 数 
学 对 人 类 和 前 日 常生 活 也 起 着 潜移默化 的 影响 

排队 论 与 最 优 服 务 。 在 现代 化 的 城市 生活 中 ， 随 时 都 会 遇 讲 
损 挤 与 排队 ， 公 共 汽 车 站 、 火 车 站 、 辊 船 码头 、 商 店 ， 剧 场 等 售 
票 处 都 有 和 狂 挤 与 排队 现象 。 排 队 论 是 解雇 这 一 册 题 的 有 力 数学 工 
具 ，1940 年 后 天 们 已 把 排队 论 广泛 用 于 解决 军事 , 运输 . 维 
修 、 和 生产、 服务 ， 库 存 、 医 疗 了 卫生、 教育 等 排队 系统 问题 89 
年 代 后 ， 由 于 系统 工程 、 计 算 机 科学 、 依 息 论 和 控制 论 的 发 展 ， 
给 排队 论 的 应 用 开拓 新 的 生命 力 ， 系 统 科 学 涉及 各 子 系 统 的 时间 
等 待 问 题 、 雪 求 服务 问题 、 优 先 权 向 题 、 忙 闲 问 题 。 它 们 多 成 了 
有 输入 过 程 、 服 务 机 攀 、 排 队 纪 律 等 基本 特征 的 排队 问题 ， 必 须 
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背 助 排 陵 论 。 

娄 学 与 城市 交通 。 现 以 城市 交通 计划 、 运 输 动 力学 、 道 足 形 
式 选 择 等 普 训 记 用 线性 规划 , 弓 合 和 赂 论 等 数学 方法 和 计算 机 ,运输 
问题 的 数学 模型 是 一 类 特 珠 的 线性 规划 模型 ， 可 用 单纯 形 法 来 求 
解 。 但 基 ， 即 使 是 一 个 简单 的 运输 问题 如 用 线性 规划 来 解 也 并 不 
简单 。 如 在 5 个 产地 6 个 销 地 的 情况 下 ， 变 量 竟 达 30 个 之 多 。 
对 此 ， 玫 单纯 形 法 求解 运 策 问题 是 不 合算 的 。 可 根据 运输 模 鞍 约 
束 方 种 式 申 所 有 变 适 系数 均 为 工 的 特点 ， 采 取 “和 表 上 作业 法 "来 计 . 
算 ， 

数学 与 生态 环境 。 和 生态 失 衡 是 当今 社会 面临 的 严重 问题 之 
一 ， 由 大 们 提出 了 许多 轧 难 的 问题 党 恬 据 择 ， 数 学 在 这 里 世 有 用 
或 之 地 。 用 数学 方法 描述 生物 体 与 周 回 环境 的 相互 作用 ， 己 形成 
一 门 叫 数学 生态 学 的 新 学 科 。 数 学 生态 学 为 自然 异物 种 竞争 、 病 
电 害 蔓 征 、 忧 洪 症 扩散 等 民 体 问题 提供 数学 模 斑 ， 因 而 对 人 类 环 
境 保 护 与 只 持 生 态 平 衡 具 有 有 总 义 。 和 后 态 系统 的 最 优 管理 ， 是 近 上 十 
上 于 年 系 科 学 家 们 感 兴趣 的 课题 。 例 好 从 一 全 洱 哲 中 得 到 最 大 的 
全 产量 ， 从 林场 中 得 到 最 上 大 的 木材 产品， 或 者 使 害 忠 的 成 活 率 被 
小 ， 这 些 问题 者 是 求 极 大 值 式 眉 小 什 癌 题 。 在 生态 系统 萌 理 中 ， 
常 几 的 最 优 尼 方法 有 线性 岂 划 和 上 线性 规划 ,动态 规 划 ， 离 散 最 
小 值 诛 理 等 数学 方法 ， 

数学 与 医疗 枝 术 。 数 学 在 医学 上 的 应 用 在 过 去 是 凤 毛 鳞 角 ， 
近 数 二 年 吉 取 得 了 不 少 成 功 ， 从 而 使 这 门 使 许多 人 望 而 生 基 的 录 
柳 学 科 直 接 关 系 到 人 们 的 生命 分 康 。 最 令 人 气 查 的 例子 就 是 计算 
机 渤 呈 打 撕 CCT 扫描 ) 纹 的 问 赴 。 设 计 C1 扫 捅 仪 的 主要 理论 基 
础 是 数学 上 的 拉 东 变换。 再 如 人 工业 技术 中 血液 成 份 分 析 缀 利用 
扩散 方程 六 人 解 等 等 ， 数 学 正在 通过 现代 医学 而 造 洱 人 人 奖 ， 

4。 人口 控制 这 其 运用 数学 

人 人 品 琴 论 广泛 地 详 用 概率 论 、 数 理 统 计 和 微分 方程 等 数学 工 
具 ， 以 研究 年 零 分 布 、 出 生 率 、 旗 亡 率 、 性 别 比 佼 、 人 口 迁 殉 率 
以 及 人 口 发 展 的 估计 与 硝 测 等 。 以 人 口 增长 的 数学 模型 为 炳 ， 设 
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dar nh pe 


pt 
i 


了 表示 作品 ，t 表示 上 时间 ， 则 人 口 增 长 亩 就 可 由 方程 
: /PF( 针 = R 


给 出 ， 落 马 为 常数 r+， 就 得 到 几何 级 数 增长 模型 ， 
p=Aexp(rt) 

若 假定 刃 一 所 1 一 包工 Jr 江 均 为 常数 )， 就 得 到 更 适用 的 所 请 " 弛 
辑 斯 蒂 * 增 长 模型 ， 

P=L/A1+exrpt—r—(t—p))) 
人 日 增长 数学 模型 为 制定 人 总 政策 提供 理论 参考 ， 但 任何 数学 模 
型 都 是 近似 的 ， 单 依 些 数学 模型 是 危险 的 。 在 人 日 模型 中 可 以 如 
进 各 各 参数， 研究 参数 变化 对 和 解 的 影响 。 例 如 ， 可 以 研究 人 日 增 
长 对 国民 经 济 和 的 影响 ， 也 可 以 反 过 来 研究 经 济 增长 和 教育 普及 对 
人 局 增长 和 的 影响 ， 以 及 国家 各 项 法 令 ， 政 策 对 人 忆 增长 的 影响 ， 


四 、 数 学 的 烙 育 功能 


数学 对 人 类 生产 活动 和 科学 技术 有 很 大 的 作用 ， 它 对 推动 社 
会 进步 有 很 大 的 影响 。 它 还 有 对 人 类 上 共有 教育 功能 ， 它 是 思维 的 
工具 ， 能 够 提高 人 的 思维 能 态 。 

数学 长 期 以 来 一 直 是 人 们 息 蒙 教育 和 基础 教育 的 必修 课 旨 。 
数学 教育 的 音义 ， 不 仅 是 传授 一 些 上 基体 的 数学 知识 ， 使 人 人 们 获得 
汶 有 从 事 生 产 、 科 学 以 及 文化 等 社会 活动 所 必需 只 币 的 计算 积 排 理 
的 基本 能 力 ， 而 且 通 过 学 习 数学 ， 可 以 激发 创造 精神 ， 提 高 思 
维 本 领 。 数 学 的 主要 教育 功能 有 : 

1。 数 学 可 以 钟 练 人 的 抽 和 悉 维 能 力 

人 们 研究 纯 碎 数学 正 是 在 名 种 抽象 的 数学 概念 或 数学 结构 之 
河 思 索 着 ， 近 求 着 ， 寻 找 它 们 之 间 的 内 在 联系 利 筑 律 。 数 学 应 用 
过 程 也 是 一 个 科学 抽 篆 的 过 程 ， 分 析 和 综合 的 过 程 ， 要 关于 抓 住 
主要 关系 ， 搬 开 次 要 的 东西 ， 经 过 合理 的 简化 ， 把 问题 用 数学 语 
言 表 述 出 来， 提炼 成 数学 模型 进行 推导 和 演算 ， 形 成 对 问题 的 认 

210 


训 、 判 断 和 预测 ， 这 是 用 数学 的 岳 象 转 维 去 把 握 现 实事 物 。 

2. 教学 可 以 训 钴 人 的 还 轰 恩 维 能 力 

数学 中 每 一 个 公式 、 定 理 都 要 严格 地 在 退 辑 上 加 以 证 明 以 后 
才能 确立 ， 煞 学 的 推 菠 步 又 严格 地 遵守 形式 带 辑 诸 法 则 ， 以 保证 
从 前 所 到 铺 论 的 推导 过 程 中 ， 每 一 个 步 又 都 是 在 弛 辑 上 准确 无 误 
的 。 

3。 数学 可 以 训练 人 的 辩证 思维 能 力 

数学 是 辩证 的 辅导 工具 和 表现 方式 。 数 学 包含 着 丰富 的 辩证 
思想 ， 数 学 用 符 导 语言 ， 用 简明 的 数学 公式 ， 明 确 地 表达 出 各 种 
辩证 的 关系 和 转化 。 . 

人 人 科 常 把 学 习 数 学 ， 进 行 数 学 推导 和 演算 ， 疆 作 “ 锻 洪恩 维 
的 保健 操 * 或 "智力 体操 "， 这 种 思维 襄 练 ， 确 实 能 提高 科学 抽 象 
力 、 逮 辑 推 理 能 力 和 辨证 思维 能 力 ， 这 对 于 自然 科学 、 社 会 科学 
与 艺术 创造 ， 者 是 必要 的 训练 。 这 样 ， 数 学 教育 在 整个 教育 中 就 
占有 特殊 重要 的 好 位 ， 

随 着 各 门 科 学 数学 化 的 发 展 趋 势 ， 孝 学 更 其 成 为 每 个 现代 受 
教育 者 不 可 缺少 的 文化 素养 、 在 我 国 应 该 宣 忧 数学 的 重要 性 ， 切 
实 所 高 从 小 学 到 大 学 的 数学 教学 质量 。 数 学 本 科学 生 要 泡 握 最 现 
代 的 数学 基 硕 知识 。 而 理工 ， 医 农 、 生 物 态 至 社会 科学 有 关 专 业 
的 学 所 ， 其 于 在 成 人 继续 教育 中 都 应 加 强 对 数学 的 学 习 。 用 现代 
数学 于 识 武 装 起 来 ， 合 人们 理解 数学 、 盏 视 数 学 和 正确 地 运用 雪 
尝 ， 这 对 于 开发 智力 、 友 高 我 国 全 民族 的 科学 水 平和 思维 能 力 ， 
紧 紧 跟 上 现代 科学 与 高 技术 前 进步 做 ， 促 进 社会 主义 现代 化 建 
设 ， 是 有 战略 意义 的 事情 。 
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第 十 七 章 ”现代 数学 与 社会 科学 


20 谤 纪 迎 来 了 科学 高 度 发 展 的 时 代 。 现 代 科 学 技术 发 展 的 
一 个 重要 站 势 之 一 ,是 各 门 科学 的 数学 化 .数学 对 于 科学 的 发 展 起 
着 极其 重要 的 作用 。 数 学 是 研究 客观 事物 中 的 空间 形式 与 数量 关 
系 的 科学 ， 府 客观 世界 的 任何 一 种 物质 形态 及 其 运动 形式 都 具有 
空间 形式 和 数量 关系 ， 这 就 决定 了 数学 及 其 方法 可 以 普通 运用 于 
任何 一 门 科学 。 正 如 拉 法 格 在 6 回忆 马克 思 ? 一 文中 曾经 指出 ， 接 
照 马 克 思 的 税法 ， 一 切 科 学 只 有 在 成 功 地 运用 数学 时 ， 才 算 达 到 
本 真正 完善 前 地 步 。 人 @ 


一 、 料 学 数学 化 的 发 展 进 程 


科学 认识 的 一 般 规律 是 这 样 的 ， 一 开始 是 对 事物 进行 定性 的 
祝 帘 ， 然 后 再 赋 究 它 的 量 的 规律 性 ， 精 确 药 定量 研究 使 人 们 能 够 
对 客观 事物 的 认识 已 现 象 二 开 到 本 质 。 为 此 ， 任 坷 一 门 科学 的 发 
展 ， 如 昌 没 有 这 到 成 功 地 运用 数学 ， 它 就 不 可 能 精确 地 描述 出 客 
观 事 物 的 状态 和 变 修 规律 ， 更 不 可 能 从 已 知 数据 推算 出 未 知 和 的 数 
据 ， 从 而 减少 了 科学 预 见 的 可 能 性 和 精确 福 , 因 此 ,各 门 科学 只 有 
在 充分 地 运用 了 数学 时， 才 算 达到 真正 完善 的 地 步 。 现 代 科学 的 
发 展 臣 经 进入 了 这 样 一 个 阶段 : 自然 科学 、 技 术科 学 以 及 社会 科 
”学 都 普遍 地 处 于 数学 化 的 过 程 之 中 ， 它 们 都 在 朝 着 愈 来 印 精 确 的 
方 癌 发 展 。 虹 了 计算 机 前 发 展 和 应 用， 更 大 大 地 加 速 了 各 门 科学 
数学 化 的 趋势 

科学 的 数 尘 化 是 有 一 个 此 展 过 程 ， 它 是 从 低级 运动 形态 发 展 
到 高 级 运动 形态 ， 以 简单 运动 形态 到 复杂 运动 形态 ， 与 此 柱 应 


各 <* 回 忆 与 殉 思 胃 柯 电 s， 和 六 攻 出 达 社 1973 年 版 、 第 七 疼 。 
212 


的 .是 从 物理 学 、 力 学 、 天 文学 开始 ， 发 展 到 化 党 、 生 物 学 和 工 
程 技术 竺 学、 然后 又 发 展 到 经 济 学、 诺言 学 、 膛 辑 学 、 社 会 学 、 
文学 等 的 数学 化 ， 作 为 研究 自然 界 、 社 会 、 思 维 发 展 的 最 一 般 规 
律 的 哲学 ， 那 么 它 的 数学 化 将 是 科学 的 数学 化 的 最 高 阶段 ， 这 也 
符合 历史 发 展 的 客观 规律 。 

数学 已 成 为 自然 科学 的 强 有 力 的 工具 ， 自然 科学 的 数学 化 ， 
己 获 得 了 让 磺 的 成 果 ， 已 为 人 们 所 承认 的 事 请 。 至 于 社会 科学 的 
数学 化 ， 尚 有 人 不 其 了 解 。 因 此 ， 沿 需要 稍 加 说 明 ， 


二 、 社 会 科学 数学 化 的 必然 性 


所 谓 社 会 科学 数学 化 ， 束 是 指数 学 向 社会 科学 的 渗透 ， 也 型 
是 运用 数学 方法 来 指示 社会 现象 的 一 般 规 律 。 如 果 忆 相互 关系 上 
理解 ， 也 可 以 把 社会 科学 的 数学 化 ， 看 作 是 数学 与 社会 科学 相互 
作用 、 相 互 泛 透 的 进程 ， 

列宁 也 曾 作 过 预言 ， 将 会 出 现 自 然 科学 拜 向 社会 科学 更 加 旨 
大 的 潮流 。 全 列宁 的 这 一 预言 正在 变 为 现实 。 数 学 向 社会 科 学 的 
渗 适 或 社会 科学 的 数学 化 ， 这 是 当今 科学 发 展 的 必然 趋势 ， 其 原 
因 是 多 方面 的 。 

第 一 ， 现 代 化 的 社会 管理 需要 糖 确 化 的 定量 依据 ， 这 是 促使 
社会 科学 数学 化 的 最 根本 的 因素 。 例 如 ,现代 经 济 管理 .物资 的 分 
配 . 交通 的 调度 、 城 市 的 规划 、 人 口 的 控制 .教育 的 发 展 等 ,都 需 
要 从 定量 去 分 析 研 究 。 特 别 是 在 现代 社会 管理 中 ， 分 析 研 究 问题 
要 求 达到 一 定 的 精确 度 和 可 靠 性 ， 就 必须 提供 数量 和 的 根 据 和 划分 
空间 范围 的 界限 。 这 种 现代 社会 的 实践 需要 ， 必 然 要 求 其 相关 的 
学 科 能 够 作出 定量 的 精确 化 的 研究 。 

第 二 ， 社 会 科学 的 各 分 支 逐 步 走向 成 熟 ， 社 会 科学 理论 体系 
的 发 展 也 需要 精确 化 。 

长 期 以 来 ， 社 会 科学 进行 定性 研究 ， 它 对 事实 材料 的 概括 速 
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谋 较 快 ， 它 的 思维 过 程 比较 灵活 多 变 ， 容 易 简 化 。 人 和 但是， 对 客 驱 
现象 进行 定性 研究 有 以 下 的 弱点 ; 

首先 ， 定 性 研究 总 是 以 有 限 的 经 验 事实 为 依据 进行 理论 概括 
的 ， 这 种 畦 括 并 不 能 保证 对 未 被 考察 的 其 他 事实 也 必然 成 立 。 如 
此 获得 的 规律 性 认识 并 没有 明晰 的 适用 范围 。 人 们 常常 把 有 相当 
多 事实 根据 的 规 笃 看 成 是 不 受 限制 的 普遍 规律 ， 具 省 在 发 现 反 例 
后 才 看 清 其 适用 范围 的 边界 , 供 助 数学 能 使 科学 规律 具有 普遍 性 ， 

其 次 ， 定 性 研究 是 以 感性 直观 的 事实 和 奢 料 出 发 直接 进行 理论 
叶 括 的 ， 因 而 必然 带 有 感性 直观 的 局 限 性 。 科 学 研究 要 深入 到 那 
些 为 人 的 感性 直观 认识 达 不 到 ， 或 一 时 达 不 到 的 领域 ， 这 时 定性 
思维 就 难以 胜任 了 。 定 量 方法 却 能 做 到 这 一 点 ， 这 就 需要 惜 助 数 
学 的 高 度 抽 象 性 ， 定 量 方 法 可 以 突破 研究 对 象 的 局 限 性 ， 从 而 取 
得 直观 难以 想象 的 概念 和 规律 。 

从 前 社会 科学 的 有 些 概 念 与 命题 ， 缺 乏 从 定 恒 上 来 准确 地 户 
归 事 物 的 规律 性 .结集 ,往往 灾 棱 两 可 , 怎么 解释 ,怎么 运用 都 似乎 
有 理 , 这 是 不 完善 性 的 表现 。 有 时 借助 于 科学 之 外 的 力 恒 ,对 某 个 
概念 ,命题 作 随心 所 和 欲 的 解释 , 这 也 基 缺 乏 粳 确 性 的 表现 。 社 会 科 
学 自身 理论 体系 的 发 展 ， 要 求 成 为 精确 的 、 完 善 的 科学 ， 要 求实 
现 社会 科学 的 现代 化 ， 这 就 必须 对 社会 科学 进行 定量 化 ， 从 而 需 
要 有 将 地 运用 数学 ， 因 为 数学 可 以 把 精确 性 带 到 社会 科学 领域 。 
一 般 说 来 ， 一 门 科学 越 是 成 功 地 运用 数学 ， 它 的 精确 性 也 就 越 
高 ， 从 而 也 就 越 完 善 。 因 此 ， 社 会 科学 作为 一 门 科学 而 发 展 ， 它 
迟 旱 需要 数学 化 ， 和 需要 推动 社会 科学 向 精确 人 性 科学 发 展 ， 

第 三 ， 随 着 现代 科学 技术 的 高 速 发 展 ， 数 学 也 得 到 很 大 的 发 
展 ， 它 出 现 了 一 些 适 合 研究 社会 历史 现象 的 新 的 数学 分 支 。 它 从 
精确 数学 发 展 到 随机 数学 和 模糊 数学 ， 又 从 描述 连续 性 的 数学 发 
展 到 描述 非 连续 性 的 数学 。 如 概率 论 、 离 散 数 学 、 数 理 逻 辑 、 模 
糊 数 学 、 突 变 理 论 等 ， 都 为 社会 科学 数学 化 提供 了 有 力 的 武器 。 
所 议 ， 社 会 科学 数学 化 的 实现 是 完全 可 能 的 。 

第 四 ， 电 子 计 算 机 的 应 用 ， 合 过 去 认为 不 可 能 计算 的 复杂 社 


| 


会 现象 能 够 进行 计算 。 

第 五 ， 系 统 论 、 信 息 论 、 控 制 论 等 新 兴 的 横断 学 科 的 产生 ， 
提供 了 定量 研究 社会 现象 的 新 途径 和 新 思路 ， 

数学 是 一 门 极其 抽象 的 科学 ， 所 以 ， 一 门 科学 的 发 展 只 有 达 
到 一 定 阶段 ， 科 学 的 抽象 深入 到 一 定 的 程 底 ， 才 有 可 能 具备 运用 
数学 的 条 件 。 而 且 现 象 愈 是 复杂 ， 它 的 量 的 参数 就 愈 复 架 ， 对 它 
进行 准确 的 量 的 分 析 也 就 愈加 困难 。 曙 然 对 社会 现象 的 研究 不 同 
于 自然 现象 的 研究 ， 它 的 随机 因素 较 多 ， 情 况 较 复杂 ， 变 量 参数 
多 ， 半 成 社会 科学 数学 化 的 难度 比较 大 ， 社 会 科学 数学 化 的 进程 
比较 晚 些 。 但 是 , 随 着 各 门 科学 和 数学 本 身 的 进步 ， 任 何 现 银 ， 
即使 最 复 森 的 社会 现象 ， 它 们 量 的 方 画 将 逐渐 人 钝 来 鳄 多 地 被 数 
学 所 闵 明 ， 返 用 数学 的 可 能 性 就 人 印 来 愈 太 ， 从 整个 科学 发 展 新 势 
米 看 ， 社 会 科学 的 数学 化 也 是 必然 的 趋势 。 所 以 ， 我 们 应 当 重 视 
把 数学 运用 于 社会 科学 的 研究 ， 以 提高 社会 科学 研究 的 质量 种 效 
率 ， 可 速 社会 科学 现代 化 的 进程。 


三 、 桩 会 科学 数学 化 的 进展 


新 技术 草 命 发 展 ,需要 对 人 类 社会 进行 控制 和 作出 预测 ,实现 
村 社会 和 经 济 活 动 最 优 忆 管理 等 一 系列 的 课题 ， 者 要求 对 社会 现 
但 的 研究 更 加 精确 化 和 定量 化 、 昌 前 ， 国 际 上 社会 科学 的 数学 化 
进展 很 快 ， 

1 社会 补 学 的 数学 化 ， 最 早 是 经 济 学 

在 经 济 学 中 开始 引用 数学 方法 ， 大 约 已 有 200 多 年 的 历史 ， 
如 果 从 古 诺 在 1883 年 鉴 表 《 财 富 理论 的 数学 原理 之 研究 ?》 一 书 算 
起 ， 也 有 100 多 年 的 历史 了 。 马 克 思 十 分 重视 将 数学 运用 于 社会 
科学 的 研究 ， 认 为 数学 方法 是 研究 经 济 过 程 前 有 力 武 占 。 他 记 苦 
地 钻研 数学 ， 用 数学 来 研究 经 济 现象 的 规律 人 性。 他 运用 数学 上 运 
算 变 量 和 常量 的 定律 ， 来 建立 镁 余 价值 的 数学 老 达 式 。 他 还 研究 
了 在 计算 姨 祭 价值 率 的 公式 时 ,工作 日 指 关 诬 . 晕 动 强 庆 利 劳动 生 
产 为 三 个 因素 ， 接 不 同方 向 、 不 辐 程 度 的 变化 ， 对 劳动 办 价格 和 
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镁 余 价 值 工 可 能 产生 前 影响 。 他 其 至 想 运用 微 积分 的 公式 ， 来 描 
述 资本 主义 经 济 和 危机 的 规律 。 他 把 数量 分 析 作 为 提高 研 究 问 题 的 
正规 性 和 征 确 性 的 可 千 途 径 。 所 以 ， 马 克 思 红 我 们 树立 了 运用 数 
学 研究 经 济 学 的 光辉 榜样 。 

现代 数学 应 用 了 经 济 学 的 研究 ， 揭 示 了 新 的 经 济 规律 ， 促 进 
了 经 济 知 识 的 党 善人 化 。 例 如， 在 色 济 学 中 应 形 这 筹 党 中 的 博 变 
论 ， 次 第 论 ， 组 性 规划 等 数学 方法 ， 来 研究 消费 理论 、 生产 理 
论 、 投 资 理 论 ， 政 入 理论 等 ， 就 要 用 消费 函数 与 生产 函数 的 数学 
形式 。 现 代 经 济 学 研究 行政 经 济 管理 息 动 化 ， 经 济 体系 的 模式 
化 ， 经 济 休息 的 可 上 和 存储 保险 和 财政 体系 等 ， 都 需要 运用 数学 
和 电子 计算 机 。 美 国 经 济 计 量 学 家 克 莱 国 运用 数学 方法 建立 经 济 
计量 模型 , 从 而 获得 1880 年 度 诺 贝尔 经 济 学 奖金 。 他 曾经 研究 “ 联 
馈 模 型 ”， 想 把 世界 各 个 经 济 大 国 和 若干 重要 地 区 交 经 济 乾 型 联 
络 在 一 起 ， 即 把 13 个 经 济 合 作 它 发 展 组 织 国 家 ， 7 个 经 开会 国家 
和 和 其 他 发 展 中 地 区 的 模式 联结 起 来 。 它 是 世界 上 最 大 的 计量 横 
型 ， 包 含 了 5000 个 数学 方程 式 ， 用 以 分 析 国 际 用 的 经 济 波动 及 其 
扩散 ， 并 预测 国际 贸易 与 资本 动向 ， 构 成 一 个 全 球 人 性 的 宏观 经 济 
模型 。 数 学 和 和 电子 计算 机 ， 对 于 建立 各 种 经 济 的 数学 模型 ， 揭 示 
新 的 经 济 规律 ， 促 进 经 济 知识 的 完善 ， 都 具有 重要 意义 。 数 学 与 
经 济 学 相 结 合 产 生 了 数学 经 济 学 ， ~、 

2。 在 研究 语言 现 得 及 其 规律 性 的 语言 学 中 ， 也 渗透 了 数学 
方法 

数学 与 语言 相 卫 渗透， 又 产生 数理 语言 学 这 门 新 前 交叉 学 
科 ， 它 用 数学 方法 来 研究 语言 绪 构 和 语法 形式 属性 。 它 分 为 两 个 
分 支 ; 统计 语言 学 和 代数 语 襄 学， 统计 语言 学 是 研究 通 汇 和 文体 
的 统计 特征 ， 以 及 对 语言 结构 本 身 的 统计 研究 。 代 数 语 吉 学 是 研 
究 语 言 的 数学 横 型 。 随 状 现 代 科 学 技术 的 发 展 和 电子 计算 机 的 拱 
广 应 用 ,使 人 脑 与 电脑 通力 协作 ， 使 数学 与 语言 融 为 一 体 ， 产 生 
计算 机 语言 。 
大 们 为 了 实现 用 自然 语言 跟 电子 计算 机 进行 直接 对 话 ， 就 必 
IE 
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须 把 人 类 具有 模 煌 性 的 语言 积 思 维 过 程 提 诬 成 数学 模型 ， 才 能 给 
电子 计算 机 输入 指令 .建立 合适 的 模 希 数学 模型 ,就 必须 对 模糊 语 
言 进 行 深入 可 究 。 美 国 数 学 家 查 德 采 用 模 煌 集合 理论 来 建立 模 钢 
语言 的 数学 模型 ， 为 解决 模糊 语言 公理 找到 一 个 新 方法 。 如 办 
我 们 把 合乎 语法 的 标准 句子 的 隶属 函数 值 定 作 1 ， 那么 ， 其 它 文 
法 稍 有 错误 .位 尚 能 胡 达 相仿 的 思想 的 句子 ， 就 可 以 用 从 9 到 1 
之 问 的 连续 数 玉 表征 它 从 局 于 “正确 句子 :的 隶属 和 程度。 这样 就 产 
生 了 模糊 语言 尝 的 新 学 科 ， 从 而 担 商 计算 机 自动 识别 积 榨 制 模 莉 
现象 的 效率 。 

3 . 数学 与 过 辑 学 互相 滩 和 过， 产生 了 数理 过 辑 这 一 新 学 科 
数 条 逻 身 郊 叫 符号 如 轿 ， 它 是 点 数学 理论 的 形式 鱼 构 、 数 学 
计算 、 数 学 扒 埋 为 对 象 ， 研 究 它 们 的 方法 和 规律 ， 并 用 数学 方法 

研究 正确 思维 和 过程 中 所 遵 儿 的 逻 畦 规律 ， 也 系统 地 研究 数学 中 的 
球 和 辑 方 法 。 数 埋 多 辑 对 电子 计算 机 的 设计 制造 起 着 一 定 作 用 ， 它 
给 数学 握 供 了 新 的 请 究 方 法 ， 还 解决 了 一 些 重大 的 数学 刘 题 ， 对 
数学 的 发 展 有 入 大 的 影响 。 

” 现 有 和 的 电子 计算 机 都 基建 立 在 二 值 逻 辑 基 础 上 的 ， 它 在 处 弄 
事物 的 确定 性 衣 面 ,发 控 了 巨大 的 作用 ,但 并 不 具备 处理 事物 和 概 
礼 的 不 确定 性 或 杰 糊 性 前 能 力 。 为 了 使 电子 计算 机 能 馏 模 所 人 脑 
高 级 智能 特点 ， 有 些 学 省 本 张 把 计算 机 转 到 多 信 带 辑 基 础 上 ， 
开展 了 模 戎 她 辑 的 研究 。 查 德 在 模糊 集合 理论 的 苞 础 上 ， 设 计 出 
一 种 并 糊 好 辑 。 模 糊 迎 辑 主要 用 于 处 理 模 物 概 念 和 模糊 命题 。 对 
模糊 命 古 的 真 值 不 能 篇 单 地 只 用 0 和 1 来 刻 划 上 暴 识 假 ， 漠 是 从 0 
到 1 之 间 连 续 取 值 1 并 运用 一 套 模 糊 逻 辑 函 数 公 式 与 模 丢 演绎 推 
理 规 则 。 模 勒 逻辑 是 二 值 逻辑 的 直接 蕉 广 ， 基 在 多 值 如 区 基 础 上 
对 模 糯 事 物 给 以 定 最 的 描述 ， 衬 糊 罗 辑 的 产生 ， 为 提高 电子 计算 
机 智能 化 提供 条 件 。 

4 ， 数 学 与 文学 发 生 了 联系 
数学 商 文 学 研究 领域 的 渗透 ， 合 人们 发 更 了 数学 的 抽 锭 推理 
与 符号 运算 ， 园 文学 的 形象 导 维 之 间 有 着 奇妙 的 联系 ， 江 且 与 电 


217 


1 


子 计 鼻 袖 之 出 也 沟通 了 关系 。 象 英国 数学 家 西 尔 维 斯 特 提 写 的 《 传 
的 格律 3 一 文 ， 就 应 用 了 数学 方法 对 莎士比亚 的 《4 十 四 行 诗 》 进 行 
了 分 析 。1980 年 6 月 在 国际 4 红楼 梦 》 讨 论 会 上 ， 美 幕 华人 陈 二 潍 
先生 的 论 式 (从 词汇 上 统计 ， 论 (红楼梦 ) 的 作者 间 题 3， 读 是 运用 
了 数学 与 计算 机 相 结 合 的 手记 来 进行 考证 的 。 

大 们 知道 语言 是 构成 立 尝 作品 的 “物质 材料 *"， 一 个 作家 的 
作品， 其 艺术 特色 首先 就 是 位 现在 对 语言 的 加 工 上 ，“ 文 如 共 人 ” 
“风格 区 人 ”， 认 识 一 位 在 家 就 要 认识 他 的 风格 或 文体 ， 要 研究 一 
个 作家 的 语言 犊 扎 , 束 要 分 析 共 词汇 , 条 式 、 音 律 . 秤 格 等 语言 材料 
和 表达 于 了 眉 的 选择 。 运 用 上 人 述 分 析 得 到 的 种 种 数量 关系 ,体现 出 
了 语言 风格 的 “ 质 蝇 "方面 。 但 是 ， 语 言 的 构造 是 一 个 相当 复 染 的 
休 系 , 想 用 “手工 业 " 的 办 法 米 精确 测定 这 种 细微 的 数量 关系 ,是 不 
可 思议 的 。 因 此 ,人 人 们 要 用 也 子 计 算 机 来 帮助 ,要 研究 某 一 作家 的 
作品 ,就 要 将 共 交 体 风格 “数量 化 , 即 建 立 数学 模型 {一般 的 是 随 
机 性 数学 模型 ,要 运用 第 阵 这 一 数学 工兵 ) ,将 其 送 入 电子 计算 机 
里 .然后 用 软 作 去 求 册 这些 作品 材料 前 一 阶 , 二 院 直 至 高 阶 的 机 关 
矩阵 ,一 个 作家 的 广 关 矩阵 ,表示 他 的 作品 中 使 用 词汇 的 特点 ， 这 
实际 上 也 吏 形 示 了 他 用 词 的 煞 旺 特色 .为 此 ,要 对 其 大 最 的 样品 进 
行 统 计 . 防 数 越 高 ,就 越 精 确 .就 要 借助 于 计算 机 的 大 量 计算 ,在 得 
到 作家 的 相关 华 亩 之 后 ， 就 二 以 进一步 从 数量 上 对 作家 的 文体 风 
格 作 尝 试 性 的 研究 。 用 岂 了 于 计算 机 来 编 一 个 作家 (或 作品 ?的 词语 
站 表 ,统计 某 些 词 的 出 现 频 度 ,分 析 诗 的 格律 等 等 .一 部 文学 作品 ， 
在 文体 上 象 淮 ,年 谁 写 药 可 能 性 就 愈 大 。 面 电子 计算 机 运用 “数学 
实验 ”方法 正好 为 这 种 文体 比较 提供 了 一 个 明确 而 可 信 的 依据 。 

所 以 ， 惟 助 数学 方法 与 计算 机 相 结 合 ， 通 过 对 语调 、 字 母 ， 
字音 、 音 节 往 进行 天 量 的 统计 和 和 计算， 从 建 亲 研究 语言 因素 的 相 
关 抵 阵 。 或 展 贤 文体 风格 的 数学 模型 ， 从 而 为 语言 文学 的 研究 定 
量化 开 往 了 新 道路 ， 它 将 有 力 地 推动 文学 研究 现代 化 。 

5。 数 学 向 社会 学 领域 的 滩 和 连 ， 产 生 了 一 门 新 兴 的 定量 社会 
学 。 
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此 应 用 协同 学 的 理论 和 数学 万 法 研究 社会 学 问题 ， 合 社会 学 
开始 走 上 定量 化 的 道路 。1983 年 西 德 的 韦 德 里 挛 和 和 险 格 教授 合 著 
的 4 定 生 社会 学 的 概念 和 模 独 一 书 ， 用 定量 的 数学 方法 讨论 了 社 
会 奥 论 的 形成 、 人 唱 动 力学 、 社 会 经 济 的 发 展 以 及 战争 与 和 平等 
社会 学 间 题 ， 推 动 社会 学 从 定性 向 定量 发 展 . 

定量 社会 学 运用 协同 学 的 序 参 景 来 描述 系统 的 演化 ， 序 参量 
指 描述 系统 有 序 程度 的 一 个 或 几 个 物理 量 ， 只 要 找到 社会 系统 的 
序 参量 ， 就 可 以 使 社会 问题 的 讨论 大 大 简化 ， 可 以 利用 序 参 量 建 
并 数学 模型 ， 得 出 社会 系统 相 变 的 规律 。 它 出 协同 学 分 析 在 系统 
临界 点 附近 序 参 量 发 生 突变 的 特点 和 趋势 。 它 用 突变 班 论 、 稳 定 
性 分 析 、 李 代数 、 拓 扑 学 等 数 掌 工 具 ， 给 出 系统 的 可 能 性 状态 和 
演化 趋势 ， 状 借助 计算 机 模拟 ， 这 样 ， 能 以 宏观 上 把 所 社会 系统 
的 演化 过 程 。 

例如 ， 关 于 经 济 发 展 问题 ， 定 量 社会 学 讨论 在 战略 投资 总 量 
不 变 的 前 提 下 ， 不 四 性质 的 投资 对 工业 发 展 的 影响 。 它 将 投资 分 
为 两 类 ， 合 理性 投资 ， 好 维持 现 有 生产 部 门 和 生产 数 生 的 投资 ， 
发 展 性 投资 ， 即 开拓 新 的 生产 部 门 和 扩大 生产 规模 的 投资 。 不 同 
投资 者 对 这 两 类 投资 的 催 好 不 同 ， 有 的 偏好 合理 性 投资 ， 右 的 仿 
好 发 展 性 投资 ， 在 候 定 每 个 投资 者 投资 总 景 不 变 的 醒 提 下 ， 可 以 
认为 投资 结构 指数 《不 同性 质 投 资 所 点 比 例 ) 与 投资 痊 构 形 指 数 
《不 同 俯 好 前 投资 者 所 上 比例 ) 哩 线性 关系 .这样 可 以 把 不 同 的 
投资 结构 的 变化 换 成 不 同 的 投资 者 攀 形 的 运动 ， 并 列 出 投资 者 构 
形 概率 分 布 的 运动 方程 。 实 际 愤 况 中 ， 投 资 者 的 偏好 是 变化 的 ， 
要 受 投 资 者 本 人 的 特点 气质 的 影响 ， 还 随 着 投资 者 构 形 分 布 变化 
而 变化 ， 合 理性 投资 多 ,投资 考 就 转向 发 展 性 投资 ， 以 便 在 较 少 
竞争 条 忻 下 获得 更 多 的 利润 ， 人 们 可 以 通过 建立 山 投 资 者 构 形 分 
布 参量 和 投资 者 偏好 系数 组 成 的 联 立 方程 组 ， 运 用 计算 机 进行 计 
算 ， 再 将 结果 与 实际 情况 进行 比较 。 选 取 不 同 的 参数 值 ， 从 计算 
机 中 可 以 得 出 不 同 的 时 间 发 展 曲线 ， 进 而 从 理论 上 预 音 经 济 发 展 
的 不 同 模式 和 不 同 投资 改 策 对 经 济 的 影 嗓 。 
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人 人 念 还 用 突变 理论 来 研究 社会 问题 。1972 年 法 国 数 学 家 雷 
内 ' 托 姆 的 结构 的 稳定 性 和 形态 发 生 学 3》 一 书 ， 宜 布 了 罕 变 理论 
的 诞生 ， 它 是 数学 中 的 新 学 科 。 措 述 自 然 界 和 社会 现象 中 所 发 生 
的 连续 变化 过 程 ， 措 述 各 种 现象 连续 的 渐变 与 量变 的 过 程 ， 通 常 
运用 乌 积 分 也 就 促 了 。 但 对 自然 界 和 社会 现 篆 中 所 发 生 的 不 连续 
的 突变 过 程 ， 微 积分 就 显得 有 所 不 足 。 现 在 托 姆 的 突变 理论 通过 
对 事物 的 结构 的 研究 ， 提 出 一 系列 的 数 党 模型， 说明 自然 界 和 社 
会 现象 中 所 发 生 的 不 连续 的 窦 变 过 程 。 这 种 罕 变 理论 认为 ， 人 们 
施加 控制 因素 达到 临界 点 之 前 ,状态 才 是 可 以 往 制 的 .一旦 带 根 本 
性 的 质变 发 生 ， 它 就 表现 为 控制 因素 所 无 法 控制 的 突变 过 程 。 它 
指出 ， 还 可 用 突变 理论 对 社会 进行 高 层次 的 有 效 控制 ， 为 此 就 涟 
要 研究 事物 状态 与 控制 因素 之 问 的 相互 关系 ， 以 及 稳定 区 域 、 非 
稳定 区 域 、 临 界 曲线 的 分 布 与 特点 ， 还 要 研究 突变 邱 方 向 与 幅 
度 ， 

6。 计 晤 历 史学 

60 年 代 国 外 用 定量 方法 来 研究 历 虽 问题， 前 苏联 莫斯科 大 学 
历史 系 开设 一 i 让 历史 研究 中 的 计量 方法 }》 新 学 科 。 前 苏联 学 者 科 
玩 利 芙 科 主 编 * 计 量 历 史学 》 一 书 ， 对 当代 世界 史学 领域 的 计量 研 
冠 趋势 作 了 扼要 介绍 ， 简 明 地 介绍 了 污 史 研究 中 最 常用 的 计量 方 . 
法 和 具体 演算 程序 . 

对 历史 发 展 的 大 量 现象 和 过 程 的 数量 史料 使 用 计量 和 计算 机 
方法 进行 加 工 和 分 析 ， 能 有 效 地 用 以 研究 历史 的 诸多 现象 和 过 
程 。 他 们 借助 各 种 统计 和 调查 材料 、 中 上 央 和 地 方 管理 机 构 及 各 种 
机 梅 的 公 葡 通 作 、 私 人 档案 、 参考 材料 、 具 体 寿 会 学 的 调查 和 其 
他 资料 ， 全 面 地 研究 历史 工 的 人 只 演变 过 程 、 社 会 经 济 的 发 展 、 
社会 的 结构 、 政 治 、 文 化 和 民族 意识 。 针 对 各 个 不 同时 期 ， 他 们 
对 大 规模 地 区 或 整个 国家 范围 内 的 各 种 关系 作 了 全 面 的 系统 综 
合 。 如 前 苏联 学 者 广泛 利用 数量 史料 来 研究 俄国 历史 发 展 的 种 种 
重要 现象 和 过 程 。 这 些 材料 有 17 世 纪 的 税 黄 ， 中 世纪 的 土 殉 征 税 
对 象 调查 材料 ， 数 千 个 封建 庄园 和 世袭 领域 ， 为 研究 封建 农奴 制 
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的 重要 特征 提供 了 条 件 。 对 于 研究 前 苏联 社会 发 展 的 基本 趋势 ， 
规律 和 特点 ， 当 今 的 统计 资料 ， 十 月 革命 后 定期 的 各 种 统计 调查 
和 材料 都 娃 很 重要 的 数 攻 史料 ， 各 种 工农 业 的 统计 调查 ， 有 关 经 济 
和 社会 发 展 的 计划 及 其 执行 情况 的 材料 都 为 研究 社会 发 展 过 程 提 
人 殿 了 售 氢 。 

用 计量 和 计算 折 方 法 来 描 示 数量 史料 中 的 澡 信 息 。 宁 料 除 了 
能 直接 表示 出 的 信息 外 ， 还 包含 有 潜 信 息 , .这 种 信息 描述 着 历史 
活动 的 现象 所 男 有 的 穹 祥 式 的 相互 关系 。 这 些 相互 关系 不 是 直接 
表示 出 来 的 ， 被 称 为 潜 人 信息。 数量 史料 中 包 和 舍 有 特别 多 的 潜 信 
息 。 用 计 其 和 计算 机 方法 加 工分 析 揭 示 洪 信息 ， 可 提高 原 有 史料 
的 和 用 价 信 ， 提 高 历史 研究 的 效率 ， 

运用 计 基 方法 可 以 把 抽象 的 东西 变 得 具体 化 ， 使 微观 和 宏观 
研究 更 好 地 结合 赵 来 ， 使 微观 研究 更 好 地 成 为 宏观 研究 的 基础 。 
如 果 过 去 用 传统 方法 得 出 的 结论 是 “ 绝 大 部 分 "、“ 鞋 本 正 确 或 错 
误 .“ 大 体 如 此 "、 评 优 什 么 “ 强 玖 的 "、“ 迅 速 的 "、“ 缓 慢 前 ”等 
等 ， 深 入 分 析 这 些 变化 ， 诸 如 此 类 的 评价 就 显得 不 够 ， 那 入 ， 运 
用 计量 方法 得 出 的 结论 就 是 十 分 具体 了 。 

运用 计算 方法 还 可 以 不 断 深 化 史学 家 的 思维 活动 ， 使 计生 方 ， 
法 不 断 发 展 和 尘 善 ， 并 进而 不 断 总 鳍 和 创造 出 新 的 研究 方法 。 

20 世 纪 50 年 伐 ， 人口 党、 人 种 学 和 考古 学 等 学 科 的 数据 都 需 
可 用 数学 来 处 理 。60 年 代 以 来 ， 研 究 历 史学 、 话 言 学 、 人 逻辑 党 和 
法 学 等 社会 科学 ， 都 开始 过 用 数学 和 电子 计算 机 ， 如 美国 的 弗 蜂 
蒙特 - 顿 顿 和 德里 克 : 普 顿 斯 对 科学 中 的 计量 研究 ， 得 出 了 著名 的 
科学 知识 量 的 指数 增长 规律 ， 给 科学 中 的 深入 研究 带 来 了 新 的 启 
孙 ， 以 至 在 1970 年 十 三 财 国 慰 押 史学 家 代表 大 会 上 ， 把 在 历 出 学 
研究 中 和 如何 应 用 数学 方法 列 为 重要 课题 。1978 年 第 十 八 骨 进 界 拆 
学 会 议 把 数学 化 的 成 就 和 范围 列 为 八 个 专题 之 一 。 在 会 上 社会 科 
学 的 数学 化 太 其 前 景 间 题 引起 了 哲学 家 的 极 大 关注 ， 

哲学 的 数 党 化 ， 也 处 在 逐渐 实现 的 过 程 中 ， 则 于 哲学 概括 药 
程度 殉 高 ， 涉 太 的 请 况 蝎 为 复杂 ， 因 而 难度 也 就 更 大 。 忆 是， 随 
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车 哲学 和 数学 的 发 展 ， 新 的 数学 工具 还 会 出 现 ， 促 使 哲学 数学 化 
的 新 途径 还 会 打通 ， 彼 此 相互 渗透 的 范围 将 会 越 来 越 大 。 现 代数 
学 的 发 展 ， 众 多 新 的 数学 分 支 的 建立 ， 将 为 定量 地 研究 振 学 辩证 
法 的 基本 规律 和 范围 提供 了 有 力 的 工具 。 数 理 统 让 、 概 率 论 、 模 
糊 数 学 突变 理论 、 非 标准 分 析 等 的 建立 ， 为 研究 必然 与 偶然 、 
有 限 与 苑 限 、 有 译 与 无 序 、 量 变 与 质变 、 连 续 与 非 连续 、 寞 灶 与 
精确 等 哲学 的 规律 与 范畴 ， 提 供 了 新 的 有 效 工 具 。 特 别 是 突变 理 
论 ， 它 说 明 自 然 界 和 社会 现象 中 所 发 生 的 不 连续 的 变化 过 程 ， 措 
述 各 种 现象 为 何 从 性 状 的 一 种 形式 突然 地 跳跃 到 很 本 不 同 的 另 一 
种 形式 ， 它 用 形象 而 精确 的 数学 模型 表达 了 哲学 的 质量 互 变 规 
律 ， 

总 之 ， 社 会 科学 的 数学 化 是 客观 的 必然 发 展 趋势 ， 它 是 历史 
的 潮流 ， 它 将 进一步 向 纵深 扩展 。 自 前 ， 国 际 上 的 社会 科学 的 数 
学 化 进展 很 快 。 由 此 ， 产 生 数 学 经 济 学 .数学 语言 学 .数理 逻辑 、 
模糊 语言 学 、 异 糊 罗 辑 学 、 定 量 社会 学 、 计量 历史 学 等 新 的 交 允 
学 科 。 把 数学 运用 于 各 门 社会 科学 ， 可 乌 大 大 地 提高 社会 科学 研 
究 的 质量 和 效率 ， 可 以 使 社会 科学 成 为 精确 性 科学 ， 还 可 以 把 社 
会 科学 提高 到 一 个 现代 化 的 新 水 平 ， 使 社会 科学 成 为 更 加 完善 的 
科学 。 
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-四 


第 十 八 章 ”现代 数学 的 
特点 和 发 展 趋势 


我 们 对 现代 数学 的 主 归 分 支 的 基本 思想 ， 已 经 作 了 初步 探索 
与 研究 ， 为 了 对 现代 数学 有 一 个 系统 的 了 解 ， 现 在 ， 我 们 必须 和 
一 步 地 探索 与 研究 现代 数学 的 特点 。 它 的 发 展 规律 和 发 展 趋 势 等 
问题 。 


一 、 现代 数学 的 特点 


现代 数学 与 其 它 科学 相 比 较 具有 以 下 明显 的 特点 。 

1。 高 度 的 拍 何 性 

现代 数学 的 抽 合 性 是 和 暂时 撤 开 事物 的 具体 内 容 ， 仅 仅 从 抽象 
的 数量 方面 去 进行 研究 . “直线 * 这 一 概念 ， 并 不 是 指 现实 世界 中 
的 拉 紧 的 线 ， 而 是 把 现实 的 线 的 质量 、 弹 性 、 粗 绸 等 尾 质 都 撤 开 
了 ， 又 留 下 了 "向 西 方 无 限 伟 长 "这 一 属 隆 ， 但 是 现实 世界 中 是 没 
有 网 两 方 无 限 伸 长 的 线 的 。 自 然 界 中 存在 着 各 种 变量 的 多 样 联 
系 ， 而 这 些 联 系 的 纯 形 式 ， 在 莪 学 中 是 作为 理想 的 对 象 一 - 丁 数 
关系 而 出 现 的 。 几 何 图 形 的 概念 、 函 数 概 念 都 具有 抽象 的 特性 ， 

数学 的 抽象 性 共有 下 列 三 个 特征 : 首先 ， 它 会 弃 了 事物 的 其 
它 一 切 性 质 ， 而 只 保留 了 数量 关系 或 空间 形式 。 其次， 数学 的 抽 
象 是 经 过 一 系列 的 阶段 形成 的 ， 例 如 ， 整 数 无 限 序列 ,任意 实数 
概念 ， 都 已 经 是 一 系列 抽象 的 结果 ， 但 随后 数学 自身 内 部 又 产生 
了 复数 概念 ， 进 而 超 复 数 和 概念， 在 已 有 概念 的 基础 上 不 断 地 演 
变 。 数 学 从 最 原始 的 概念 一 直到 现代 数学 中 的 函数 复数、 微 
分 、 积 分 、 泛 函 、#t 维 甚至 无 限 维 空间 等 抽象 的 概念 都 是 从 简单 
到 复杂 、 以 具体 到 抽象 不 断 深化 的 过 程 。 当 然 ， 形 式 是 抽象 的 ， 
但 是 内 容 部 大 非常 现实 的 。 再 其 次 ， 不 仅 数 学 概念 是 抽象 的 ， 而 


223 


1 vie mini ph er i ep hr lie pe A Pe 


数学 方法 本 身世 是 抽象 的 。 物 理 或 化 学 家 为 了 证 明 自 己 衣 理论 ， 
总 是 通过 实验 的 方法 。 对 数学 家 来 说 ， 为 了 说 明 自己 航 新 理论 ， 
半 用 实例 与 模型 是 不 驶 的 ， 数 学 上 新 的 定理 具有 当 它 用 符号 形式 
从 已 知 的 前 提 经 过 严密 的 塑 辑 推理 被 证 明之 后 ， 才 能 最 后 成 立 。 
虽然 数学 有 高 度 的 抽象 和 性， 但是， 这 些 抽象 的 数学 原理 仍然 是 从 
匹 数 的 具体 事物 中 概括 出 米 的 ， 相 对 于 感性 舶 上 时 体 事物 米 说 ， 它 
是 册 象 的 ， 但 它 科学 地 反映 了 客观 事物 的 一 般 性 的 二 的 规律 ， 所 
以 能 运用 到 一 切 具 体 事 物 中 去 ， 比 具 信 可 物 更 深刻 更 丰富 ， 

2. 高 度 的 精确 性 

数学 本 生 要 求 自己 具有 逻 符 严密 性 以 及 结论 确定 性 ， 因 为 数 
学 命题 的 证 遇 是 建立 在 精密 的 更 商 揭 虹 辑 推理 上 ， 这 种 掩 理 对 于 
每 个 入 米 说 ,都 必须 是 无 可 争辩 和 和 确定 扎 误 和 的。 数学 移 发 展 是 数 
学 领域 里 的 “思维 接力 赛 *， 离开 湿 辑 思维 是 寸步 难 行 的 。 数 学 锻 
炼 了 人 的 膛 则 思维 能 妃 。 放 人 的 好 和 辑 上 屿 维 能 力 的 提高 ， 又 反 过 来 
推动 数学 的 发 展 。 正 因为 数学 结论 匙 经 过 严密 的 经 辑 推导 出 来 ， 
所 以 ， 数 学 起 理 本 身世 是 完全 不 容 争 交 的。 当然 ， 这 不 是 说 数学 
的 原则 一 经 建立 就 性 化 不 变 了 ， 数 学 的 严格 性 也 不 是 绝对 性 的 ， 
而 在 随 着 数学 的 发 展 而 不 断 地 发 展 ， 每 一 数学 真理 也 有 它 的 适应 
范围 ， 欧 民有 几何 适用 小 范围 空间 ， 非 欧 几 何 适 应 宇宙 大 尺 庆 空 
间 ， 每 一 个 数学 真理 既 具 绝对 性 又 有 相对 性 ， 是 绝对 和 相对 的 对 
这 统一 ， 

3， 应 用 的 广泛 性 

数学 的 威力 正在 于 它 的 抽象 与 精确 ， 数 学 方法 越 是 抠 开 具体 
内 容 ， 便 趋 有 广泛 应 用 的 可 能 性 。 同 样 一 组 数学 方程 ， 可 以 用 来 
描述 本 质 上 全 然 不 同 的 各 种 具体 现象 。 例 如 弹 和 活力 学 中 描写 振动 
过 程 的 偏 微 分 方 姐 ， 在 流体 力学 中 描写 流 朱 动态 ， 在 声学 中 又 用 
来 描写 声音 的 传播 等 等 。 客观 物质 形态 和 运动 老式 中 都 共有 数量 
关 夭 和 空间 形式 ， 这 就 决定 数学 应 用 于 各 门 科 学 、 生 产 技术 久 大 
社会 管理 的 广泛 性 

人 们 宙 于 数学 的 抽 银 性 、 精 确 性 和 应 用 广泛 性 、 贼 了 予 这 门 科 
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学 一 种 独特 的 地 位 ， 使 人 们 起 来 越 倾 向 于 将 它 与 自然 科学 和 社会 
科学 并 列 为 人 类 三 大 知识 领域 ， 而 不 把 它 看 作为 自然 科学 的 一 个 
分 支 。 


二 、 现 代 灶 学 的 发 展 规律 


数学 作为 一 门 科学 ， 它 具有 国际 性 ， 数 学 不 是 任何 一 个 历 出 
时 要， 任何 一 个 民族 单独 的 产物 ， 它 是 全 人 羔 许 多 个 时 民 ， 全 人 
类 许 密 民族 世 志 代 代 艰苦 劳动 的 产物 ， 它 随 郑 人 类 社 会 生产 发 展 
和 

.数学 在 发 展 过 程 中 ， 不 断 地 产生 新 的 概念 和 新 理论， 而 

六 兴 全 和 新 理论 过 是 证 立 直 于 时 的 基 训 的 基础 上 上， 如 上 精确 由 | 
补充 和 排 三 

有 些 数学 概念 和 原理 在 远古 时 民 就 产生 了 ， 如 欧 几 里 得 几何 
于 2000 多 年 以 前 训 形 成 了 严密 的 体系 ， 数 学 经 历 .了 多 少 次 改 
造 ， 它 的 概念 和 鱼 论 仍旧 保持 下 来 。 数 学 中 的 每 一 个 新 理论 都 是 
在 继承 先 磊 的 成 从 的 直 础 上 产生 和 发 展 起 来 和 的， 把 新 的 烤 料 添加 
在 已 经 形成 的 领域 中 ， 形 成 新 交 方 向 ， 升 到 新 前 抽象 高 度 。 例 如 
模 针 性 数学 ， 查 德 是 以 精确 至 学 集 人 台 论 为 基础 ， 并 考虑 到 解决 模 
灶 现 象 新 的 需要 ,他 对 数学 的 集 台 福 念 进行 修改 和 推广 ,从 市 提出 
“ 模 炎 集 合作 为 宪 现 模糊 事物 的 教学 模型 ， 并 在 “模糊 集合 "上 逐 
步 建 芯 运 算 ， 变 换 规 律 ， 开 展 有 关 的 理论 研究 ， 构 造 出 研究 现实 
世界 中 的 太 量 模糊 现象 的 数学 模型 ， 创 造 了 对 模糊 系统 进行 定时 
处 理 的 数学 方法 。 又 如 突变 理论 主要 以 拓扑 学 为 工具 ， 以 结构 稳 
定性 理论 为 基础 ， 提 出 了 一 条 新 的 判别 突变 ， 飞 路 的 新 理论 。 数 
学 与 其 作 学 科 相 互 渗透 ， 产 生 许 多 边缘 学 科 ， 这 种 相互 渗透 ， 使 
它 的 基础 更 加 深化 ， 更 加 坚实 ， 妨 数学 生物 学 、 数 学 地 质 学 、 数 
学 经 济 党 等 等 租 过 发展， 使 数学 发 展 更 加 充 渡 和 生命力 。 整 个 数学 
经 过 数 于 年 世界 各 员 族 的 其 进 代 代 的 共同 努力 才 发 展 成 今天 这 样 
内 和 容 丰 富 、 分 支 众 多 、 应 用 广泛 的 碟 太 系统 。 

2 数学 的 发 展 是 以 数 和 天 两 个 基本 撤 念 作为 基石 的 
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整个 数学 就 是 围绕 着 两 个 概念 的 提炼 ,演变 和 发 展 丙 发 展 的 . 
数学 在 各 个 领域 中 子 变 方 化 揭 应 用 也 是 通过 这 两 个 概念 进行 的 . 
社会 生产 的 不 断 发 展 ， 科 学 技术 的 不 断 提 高 ， 鸭 数学 提供 了 无 穷 
源泉 和 研究 的 课题 ， 促 鸽 数 和 和 形 概 念 不 断 深化 ， 再 此 推动 了 数学 
的 不 断 发 展 ， 形 成 了 许多 数学 分 支 ， 使 数学 这 一 学 科 日 益 壮 大 。 

亿 是 ， 数 和 形 是 相互 联系 的 ， 解 村 几何 就 是 把 一 些 几 和 何 特 征 
用 代数 式 来 表达 ， 把 几何 关系 表达 成 代数 式 间 的 代数 关系 ,使 
空间 形式 的 研究 归结 为 比较 成 问 的 数量 关系 的 研究 。 民 数 与 几何 
结合 ， 促 进 了 它们 移 发 展 ， 获 得 了 广泛 的 应 用 。 比 如 ， 早 在 18 
世纪 中 ， 渗 国 数学 家 拉 格 户 日 就 把 时 间 因 素 作 为 和 三 个 空间 坐标 
并 列 的 第 四 个 坐标 而 引入 了 四 准 空间 ， 推 劲 了 力 学 的 研究 。 同 
样 ， 力 学 家 和 物理 学 家 把 各 种 物理 参数 作为 不 同 柴 标 而 引进 了 
高 维 的 相 空 间 等 概念 ， 使 几何 方法 得 以 在 物理 学 中 党 挥 作用 。 现 
代 的 相对 论 ， 就 吓 在 这 种 方法 下 和 四 维 时 空 流 形 的 几何 研究 密 女 
结合 的 。 现 代数 学 中 把 一 个 个 函数 看 作 一 个 个 “点 ”， 而 把 某 类 范 
数 的 全 体 看 作 一 个 “人 空 司 "， 画 数 间 的 相 异 程度 看 作 "点 “之 间 的 
“距离 “， 册 此 得 到 了 名 各 无穷 维 的 函数 空间 。 一 个 微分 方程 组 的 
求解 ， 往 往 妇 结 为 相应 消 数 空间 中 一 个 几何 变换 的 不 动 点 问题 ， 
这 样 ， 分 析 葛 问题 就 共有 了 几何 “直观 "的 意义 。 不管 数 学 各 个 分 
支 经 历 着 您 样 分 、 合 的 变化 ， 但 它 始 终 是 随 着 数 和 形 两 个 基本 概 
念 的 发 展 而 发 展 ， 

3. 数学 中 的 根本 矛盾 不 断 地 推动 数学 向 前 发 展 

数学 是 研究 现实 世界 的 数量 关系 和 空间 形式 的 学 科 ， 为 了 在 
纯粹 形态 上 研究 这 些 头 系 和 和 形式， 必须 从 其 体 升 到 抽象 ， 就 得 拖 
弃 具 体内 容 。 但 是 ， 高 开 内 容 的 关系 各 形式 是 不 存在 和 的 ， 数 学 的 
关系 和 形式 不 能 绝对 地 同 内 容 无 关 。 因 此 ， 数 学 按 它 的 本 质 企图 
实现 这 种 伸 裂 是 全 图 实现 一 种 不 可 能 的 事情 ， 这 就 是 在 数学 本 质 
中 的 根 禁 矛盾。 这 种 矛盾 是 认识 的 普遍 了 予 恨 在 数学 方 而 的 特殊 均 
更 。 一 般 说 求 ， 人 们 的 思想 芭 映 世界 的 任何 静 象 、 尾 何方 面 ， 任 
何 因 系 ， 然 后 又 都 把 这些 现象 、 方 面 、 因 因素 舍 掉 ， 把 它们 其 自然 
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界 的 普遍 联系 中 制 开 。 当 我 们 研究 空间 的 性 质 、 确 定 空间 具有 了 欧 
氏 儿 何 的 性 质 的 时 候 ， 我 们 完成 了 一 个 极其 重要 的 认识 步骤。 但 
是 ， 在 这 之 中 就 蕴藏 着 一 个 问题 ， 空 间 的 现实 性 质 就 简单 化 了 ， 
公式 化 了 ， 抽 银 得 离开 客观 物理 世界 了 。 但 是 ， 没 有 这 个 步骤 根 
本 不 可 能 有 几何 学 ， 正 是 在 这 样 抽象 的 基础 上 产生 和 了 巩 阅 了 新 的 
几何 理论 。 

内 容 和 和 形式、 具体 和 抽象 都 是 数学 中 的 根本 矛盾 的 表现 。 但 
是 ， 数 学 中 的 根本 矛 证 的 决定 性 的 表现 部 是 在 于 ， 数 学 合 讲 了 上 
体 鬼 东西 ， 周 旋 在 自己 的 抽象 概念 的 岁 子 中 ， 因 而 脱离 了 实 幅 和 
实验 ， 同 时 ， 数 学 只 有 以 实践 为 基础 ， 只 有 不 仅 是 纯粹 的 而 且 也 
是 应 用 的 数学 时， 才能 是 科学 。 正 如 一 切 方法 不 能 自身 存在 和 发 
展 , 只 能 在 其 应 用 的 基础 上 存在 和 发 展 一 样 ,数学 也 不 能 离开 运用 
而 存在 和 发 展 、 一 般 方法 作为 解决 具体 任务 的 手段 ， 同 具体 任务 
相对 立 . 但 是 它 自身 又 是 产生 了 具体 材 料 的 概括 之 中 ， 只 能 在 解 
决 具体 任务 之 中 存在 、 发 展 和 得 到 验证 ， 非 欧 几 何 是 抽象 的 ， 后 
来 及 在 相对 论 中 得 到 应 用 和 验证 ， 从 而 又 获得 新 的 发 展 ， 

4 和 社会 实践 推动 数学 的 发 展 - 

社会 实 荆 从 三 方面 推动 数学 的 发 展 ， 社 会 实践 向 数学 提出 
的 问题 ， 社 会 实践 刺激 数学 向 这 个 或 那个 方向 发 展 ， 社 会 实践 提 
供 检验 数学 理论 的 真理 性 的 唯一 标准 。 

拿 数 学 分 析 来 说 ， 由 于 力学 和 科学 技术 的 发 展 提 出 了 从 一 般 
的 形态 上 和 研究 变量 间 的 依赖 关系 的 问题 。 古 找 虽 然 也 有 了 朴素 的 
极限 思想 ， 但 是 那 时 候 和 的 科学 技术 不 发 达 ， 研 究 都 停留 在 区 力学 
种 辕 定 不 动 的 范围 内 。 到 了 研究 运动 的 时 候 ， 变 量 的 概念 出 现 
了 ， 并 且 成 了 数学 的 研究 对 象 ， 同 时 也 产生 了 贾 数 的 撤 念 。 数 学 
向 研究 变量 和 也 数 方 而 发 展 ， 随 着 就 产生 了 微 积 分 。 微 积分 的 基 
本 理论 在 实践 中 应 用 ,证 明 它 反 措 了 科学 技术 发 展 的 客观 规律 ， 
分 子 理论 屎 整 个 统计 物理 的 研究 ， 又 促使 概 案 论 ， 特 别 是 随机 过 
程 理论 发 展 。 数 学 理论 的 真理 性 需要 在 现实 的 应 用 中 检验 ， 归 根 
到 请 是 在 实践 中 得 到 最 后 的 证 实 ， 勒 贝 格 积分 在 控制 论 信 息 论 中 
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得 到 应 用 ， 这 对 证 骨 勒 忠 格 积分 的 真理 性 起 了 决定 性 作用 。 

所 以 、 数 学 的 发 展 是 由 生产 的 影响 、 自 然 科学 的 联系 以 及 数 
学 本 身 的 内 在 逻辑 三 者 相互 作用 的 结果 。 从 内 容 上 来 说 ， 数 学 的 
发 展 决定 于 对 象 ， 但 是 它 归根 到底 是 由 社会 实 吻 所 促进 移 ， 这 就 
是 数学 发 展 的 基本 规律 。 

5， 社 会 政治 和 文化 的 进步 蕉 动 数 学 的 发 展 

数学 发 展 受 社会 政治 进步 和 文化 繁荣 影响 很 大 。 岂 何 学 是 二 
希腊 科学 技术 发 展 高 峰 的 辉 傣 成 果 : 代数 是 意大利 文艺 复兴 时 代 
的 成 就 ， 数 学 分 析 是 英国 产业 革命 后 发 展 的 产物 ， 法 国资 产 阶级 
大 革命 后 数学 获得 新 的 进展 ， 德 国资 产 阶 级 革命 导数 学 莲 勃 发 
展 ; 二 次 大 战 后 美国 成 为 经 济 大 国 ， 应 用 数学 产 牛 与 电子 计算 机 
发 明 ; 前 苏联 十 月 草 命 后 数学 获得 新 成 就 ， 我 国 解放 后 数学 面 狐 
焕然 一 新 ， 这 些 都 说 明了 社会 的 进步 、 经 济 发 达 、 文 化 繁 业 帮 能 
推动 数学 的 发 展 。 而 在 中 世纪 黑 路 的 网 洲 ， 在 国民 党 反动 统治 下 
的 旧 中 国 ， 数 学 却 停 清 不 前 。 


三 、 现 代数 学 的 发 展 趋 势 


20 世 纪 数 学 发 展 的 连 度 是 你 人 的 ，20 世 纪 前 学 叶 所 取得 数学 
成 果 又 超出 了 19 世纪 的 许多 倍 。 近 30 年 来 ， 数 学 新 理论 新 分 文 
已 经 大 大 起 过 了 18，19 世纪 芍 总 和 。 预 计 未 来 10 年 的 数学 成 就 
又 将 会 比 现 在 的 10 年 成 们 地 增长 。 全 世界 每 年 有 1500 余 种 林 志 
和 数 以 万 主 的 数学 论 立 发表， 目前 这 门 科 学 仍 在 迅速 发 展 中 ， 

1， 现 代 炎 学 发 展 的 整体 化 趋势 

在 数学 发 展 史 中 ， 始 终 存 在 着 两 种 发 展 趋势 ， 邹 数学 发 展 的 
分 化 与 综合 的 趋势 。 这 两 种 趋势 相互 联系 和 相互 渗透 推动 了 数学 
的 发 展 。 从 数学 发 展 来 看 ， 这 两 种 矛盾 发 展 的 辩证 运动 咕 现 为 一 
个 理 定 之 否定 的 过 程 。 

自然 界 作为 一 个 无 限 多 样 人 性 的 统一 整体 ， 通 过 感觉 和 知觉 进 
入 人 类 的 意识 。 冉 代数 学 是 在 总 体 的 数 和 形 的 关系 上 拒 捧 自然 卉 
的 ， 算 本 、 人 代数、 上 玫 何 没有 彼此 分 开 ， 古 代 任 何 一 本 著名 数学 鞭 
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作者 包括 了 这 三 方面 的 肉 容 ， 并 且 把 它们 深化 在 一 起 。 因 此 ， 古 
代数 学 本 质 是 一 种 感性 直观 的 关于 数 和 形 的 综合 的 科学 。 

从 17 世纪 产生 解析 几何 和 微 积分 以 后 ， 数 学 分 化 的 趋势 一 
直 居 于 主导 地 位 。 单 一 的 未 经 分 化 的 数学 学 科 癌 许多 专门 分 支 学 
科 发 展 ， 每 一 站 学 科 所 研究 的 都 是 具体 完整 的 数学 中 数 和 形 的 某 
一 方面 。19 黄 纪 下 半 叶 ， 代 数 . 儿 何 . 数 学 分 析 已 经 形成 了 各 自 
不 同 的 研究 领域 ， 特 别 是 分 析 岳 域 的 发 展 更 是 鞍 才 。 这 时 候 ， 数 
学 可 分 为 数论 ， 几 何 、 人 代数、 数学 分 析 、 统 计数 学 等 、 但 每 一 学 
科 中 又 可 分 为 第 二 层次 ， 数 论 又 可 分 为 几何 数论 ， 代 数 数 论 、 解 
析 数 论 ， 初 等 数论 ， 儿 人 箱 分 为 平面 和 几何、 立体 几何 、 非 欧 几 柯 、 
微分 几何 、 拓 扑 学 ， 代 数 分 为 线性 代数 、 束 论 、 环 论 、 群 论 ;， 数 
学 分 本 分 为 函 救 论 . 泛 范 分 析 、 微 分 方程 ， 数理 统计 ，、 概 素 论 。 基 
至 每 一 分 支 又 可 分 成 第 三 层次 的 分 支 ， 据 说 统计 数学 可 分 成 80 多 
门 分 支 学科 。 数 学 家 热心 的 是 探索 个 别 的 事例 ， 认 识 数 和 形 前 一 
个 小 领域 时 的 最 微细 特征 并 且 对 它 做 系统 的 整理 。 每 个 学 科 都 可 
以 瑟 不 联系 好 单独 向 前 发 展 ， 各 学 条 在 理论 、 语 言 、 方法 等 方面 
都 互 不 相通 ， 每 个 数学 家 以 毕生 的 精力 研究 其 中 的 某 个 部 分 ， 模 
本 议 不 上 统一 的 数学 的 图 景 . 

19 世纪 下 半 叶 后 ， 数 学 本 身 的 发 展开 始 揭示 出 整个 数学 各 
学 科 内 在 联系 的 程度 ， 数 学 家 们 经 常 依据 数学 和 名 领域 问 洁 在 的 
共性 ， 提 出 统一 数学 各 部 分 的 新 观点 ， 新 方法 、 数 学 由 分 化 走向 
综合 的 趋势 。1872 年 德国 数学 寡 克 革 因 用 "和 群 " 的 观点 统 一 各 种 
形形色色 的 几何 。 本 进 纪 初 ， 康 托 东 建立 集合 论 和 公理 化 运动 
后 ， 册 班 了 以 公理 系统 作为 数学 统一 的 基础 。1838 年 法 国 布尔 巴 
基 学 派 不 但 继承 了 公理 化 运动 的 成 果 ， 而 且 提 遇 " 姑 枚 * 慨 念 ， 以 
非常 抽象 的 方式 叙述 全 部 数学 ， 把 数学 的 核心 部 分 在 "结构 "这 一 
概念 下 统一 成 一 个 整体 ， 恢 据 研 究 “ 嬉 构 " 的 蜡 同 . : 刘 分 不 同和 售 
域 : 1948 年 波兰 爱 伦 币 完 和 美国 察 霉 克 伦 提出 范畴 利 函 子 理 
论 ， 上 岂 这 个 作为 统一 数学 的 臣 硕 。 各 种 不 问 学 派 ， 很 据 他 们 对 数 
学 的 不 间 认 识 ， 提 出 了 多 种 多 样 统一 数学 的 方法 ， 将 门类 众多 的 
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各 分 支 学 科 越 来 越 紧密 地 联系 在 一 起 ， 希 望 构 成 统一 完整 的 数学 
体系 。 各 门 学 科 共 同 的 请 言 ,概念 和 方法 正在 形成 ,一 门 学科 所 取 
得 的 成 果 可 以 迅速 转移 到 其 他 学 科 去 ， 促 进 和 带动 其 他 学 科 的 发 
展 。 每 门 学 科 都 是 在 和 整个 数学 体系 的 紧密 联系 中 沿 前 发 展 的 。 
但 是 ， 这 种 统一 不 是 绝对 的 、 静 止 不 变 的 ， 而 是 暂 时 的、 相对 
的 。 随 着 科学 技术 的 不 断 发 展 和 和 深入， 以 及 各 学 科 之 间 的 相互 渗 
选 ， 将 对 数学 提出 更 多 的 新 课题 ， 使 数学 研究 更 加 深入 ， 将 促进 
数学 更 进一步 发 展 。 

2， 现 代数 学 发 展 的 高 度 抽象 化 的 趋 颁 

现代 数学 不 仅 是 研究 现实 世界 的 数量 关系 与 空间 形式 ， 而 且 
更 多 地 是 研究 各 种 广义 的 * 量 "的 关系 和 各 种 扯 象 的 “空间 形式 "。 
而 从 近 儿 年 的 情况 看， 以 高 维 、 多 释 量 和 非 线 性 问题 为 主 ， 则 是 
现代 数学 高 度 抽 彰化 趋势 的 集中 表现 ， 

商 维 空间 就 是 高 于 三 维 的 空间 ， 商 维 空间 比 起 我 们 寻常 生活 
的 三 维 空 间 洲 性 质 远 为 毒 妙 复 荣 。 过 去 我 们 说 的 点 、 线 、 面 有 一 
定 直观 意义 ， 现 在 在 严格 的 形式 化 心理 系统 下 ， 点 、 线 、 面具 是 
成 为 更 加 抽象 的 空间 中 的 模拟 物 了 。 然 而 20 世纪 的 几何 学 大 量 
联 是 研究 这 种 了 向 维 空间 ， 钢 如 将 普通 三 维 空间 中 的 曲面 推 广 到 # 
维 情 形 ， 产 生 了 所 酒 ? 维 " 微 分 流 形 " 的 先 念 ， 微 分 流 形 乃 是 现 代 
微分 几何， 微分 拓扑 ， 流 形 上 的 分 析 等 主要 学 科研 究 对 象 。 

由 单 变 基 回 多 变量 的 了 过滤 ， 影 响 到 现代 数学 的 大 部 分 领域 。 
单 变量 与 多 变量 前 区 别 ， 在 几何 上 相当 于 低 维 空间 与 高 维 空间 的 
区 别 ， 高 维 空间 的 复杂 结构 ,必然 带 来 多 并 量 问题 特有 的 困难 , 激 
起 了 数学 家 浓厚 的 科 党 兴 思 。 钢 如 研究 多 个 复 变 量 的 函数 的 多 复 
变 函 数论 ,已 成 为 现代 数学 中 精深 的 前 沿 学 科 之 一 。 多 复 变 函数 定 
义 区 域 的 几何 拓扑 性 质 ， 洪 定 了 其 研究 重点 出 局 部 性 质 向 整体 性 
质 的 逐步 转移 ， 人 研究 方法 与 微分 儿 何 、 拓 扑 学 等 要 邻 学 科 窗 切 结 
合 ， 显 示 了 由 单 变量 向 多 变量 过 渡 而 引起 的 现代 数学 新 的 风貌 ， 

现代 数学 中 更 多 关注 着 非 线 性 问题 ， 扬 谓 “ 线 性 "与 * 非 竹 
性 ”"， 是 从 代数 方程 论 中 引伸 入 来 的 但 念 。 我 们 有 时 称 一 次 代数 
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方程 为 线性 方程 ， 称 高 次 方程 为 非 线 性 方 妊 ， 因 为 前 者 的 几 和 图 
象 是 一 条 直线 ， 而 后 者 一 般 是 草 线 。 类似 地 便 有 线性 微分 方程 和 
非 线 性 微分 方程 等 。 在 数学 的 许多 部 门 ， 线 性 问题 如 线性 微分 方 
各 、 线 性 空间 、 线 注 算 子 等 相对 而 言 已 有 比较 系统 的 理论 ， 昌 然 
尚 需 进 一 步 研 究 ， 忆 是 非 线性 数学 则 还 很 不 成 熟 ， 并 且 显 得 越 来 
越 成 为 当务之急 。 非 线性 随机 理论 、 非 线性 控制 理论 …… 和 构成 了 
非 线 性 数学 钥 菇 门 课题 ， 

疝 高 维 、 多 变量 、 非 线性 发 展 ， 决 不 单纯 是 数学 家 们 对 低 
维 、 痢 变量 与 线性 问题 兴趣 的 还 辑 延 便 ， 而 且 共 有 广泛 深刻 的 现 
实 缘 景 . 

现代 数学 高 度 抽 象 化 ， 另 一 天 现 是 运用 公理 化 与 结构 化 方法 

公理 化 方法 最 先是 由 德国 数学 家 希 尔 伯 特 倡导 的 ， 公 理化 方 
法 将 数学 理论 看 成 是 一 种 公理 系统 ， 由 少数 的 原始 概念 和 一 组 不 
证 自明 的 公理 出 发 米 运 用 逻辑 推导 建 六 理论 体系 的 方法 。 希 尔 伯 
特 的 公理 化 方法 搬 开 了 对 象 的 一 切 具 体内 容 只 考虑 它们 所 服从 的 
公理 关系 ， 这 就 赋予 公理 方法 以 极 大 的 一 般 性 。 人 提出 了 关于 公 
理 系统 的 三 个 基本 问题 ， 即 无 矛盾 人 性 独立 性 和 完备 性 问题 ， 并 
曾 设想 ， 把 数学 的 公理 、 定 理 和 推理 过 程 都 形式 化 ， 用 符号 表示 
成 符号 体系 ， 然 后 证 明 这 个 体系 没有 矛盾 ， 入 而 产生 了 形式 化 的 
公理 方法 。 本 谁 纪 以 来 ， 公 理化 方法 已 从 几何 基 础 扩张 到 几乎 所 
有 核心 的 数 党 领域。 抽象 代数 .拓扑 学 . 泛 函 分 怕 等 部 门 都 采用 公 
理 方法 为 理论 基础 , 连 概 率 论 这 样 古典 的 领域 ,也 实现 了 公理 化 而 
获得 了 蓬勃 发 展 。 这 种 公理 方法 体现 了 数学 方法 的 高 度 抽 象 性 与 
广泛 应 用 性 的 统一 。 在 现代 数学 中 , 公理 化 不 仅 是 整理 .组 织 已 有 
数学 知识 的 有 力 手 妖 ,而 且 己 成 为 进行 具体 数学 研究 的 闭 遍 方法 。 

公理 亿 方 法 在 广泛 的 应 用 中 又 更 上 一 层 楼 而 导致 了 数学 结构 
的 策 点 。 数 学 * 结 榴 * 的 入 念 是 由 法 国 布尔 巴 焉 学 汽 据 出 的 。 这 个 
学 派 继 承 公 理化 方法 的 成 果 ， 认 为 数学 中 存在 三 种 最 基本 的 公理 
蛙 构 即 代数 结 悔 、 序 结构 与 拓扑 钳 移 ， 并 认为 从 这 二 类 基本 是 构 
可 以 派生 出 不 癌 的 “ 子 结构 "， 构 成 不 同 数学 分 支 的 研究 对 象 。 这 
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些 绩 牢 开始 往往 是 没有 实际 背景 的 ， 必 以 后 发 现 了 它们 的 模型 ， 
用 结构 的 语言 央 达 数学 理论 ， 在 现代 绰 粹 数学 的 研究 中 也 是 很 普 
遍 的 丑 向 。 | 

3， 现 代数 学 发 展 的 更 广 泛 渗 迁 

现代 数学 正 以 空前 的 广度 与 深 论 向 其 它 科学 技术 和 人 类 知识 
领域 渗透 ,从 而 使 数学 的 广泛 应 用 的 特点 也 达到 了 更 高 级 的 姐 度 。 
现代 数学 与 其 它 领域 相 结 合 形 成 交叉 学 科 ， 如 数学 物理 ,数学 
化 学 、 生 物 数学 、 数 理 经 济 学 等 。 还 有 数学 地 质 学 ， 应 用 数学 方 
法 对 地 质 过 程 进行 数学 与 计算 ， 以 及 借助 电子 计算 机 对 地 质 计 程 
进行 动态 慌 氢 。 本 世纪 60 年 代 形 成 熬 理 气象 学 ， 用 数学 物 理 方 
程 等 工具 建立 大 气 运 于 数学 异 型 并 进行 定性 分 析 秩 数值 了 预测， 为 
天 气 预 报 提供 精确 数据 资料 ， 近 年 来 ， 数 值 大 气 预 报 发 展 万 炙 。 
数理 语言 学 用 数理 受 辑 、 集 合 论 和 统计 数学 等 工具 来 研究 持 言 抽 
构 ， 为 机 器 翻译 与 通讯 技术 提供 有 关 语 言 结 移 的 精确 资料 。 数 理 
公理 学 昨 数 理 统 计 等 工具 将 心 量 丁 素数 量 人 内， 为 解释 人 类 凌 识 行 
为 湛 供 依据 。 数 学 泛 右 学 和 积 计 十 历史 学 用 统计 章法 来 研究 矶 中 学 
中 的 间 题 。 和 这些 交叉 学 科 上 只 有 数学 及 其 所 启用 的 对 每 学 科 的 双 是 
性 压 ， 它 们 的 数 月 还 在 增加 。 

数学 在 滩 透 、 应 用 中 形成 相对 独立 的 边缘 学 科 。 这 些 边缘 学 
科 与 交叉 学 科 不 回 的 是 ， 它 们 有 一 全 比较 系统 的 数学 方法 ， 其 应 
用 对 象 不 只 限于 某 一 特殊 的 领 成 。 现 代 大 工业 要 求 对 工程 系统 的 
操作 更 可 靠 、 和 更 经 济 并 且 人 能 日 动 控制 ， 特 出 是 由 于 航天 技术 的 发 
展 ， 对 控制 系统 提出 了 高 精 庶 的 要 求 ， 这 样 产生 了 一 门 介 于 数学 
和 工程 之 问 的 控制 论 。 工 程 以 至 生物 中 各 种 复杂 的 信息 传递 的 赋 
究 ， 推 动 了 傍 息 论 的 诞生 。 大 量 数学 问题 的 解决 最 终 希 要 取得 有 
一 定 精 确 度 的 数据 ， 上 从 而 出 现 了 各 种 具体 的 计算 理论 和 计算 方 
法 ， 促 进 了 计算 数学 了 拘 活 展 。 这 些 达 缘 学 科 不 仅 存 相 厂 分 接 的 领 
域 产 生 ， 而 有 旦 在 相距 很 好 的 铺 域 之 问世 不 斯 产生 。 边 绿 学 科 的 一 
个 共 问 特 点 是 ， 度 用 一 站 科学 的 方法 去 研究 另外 一 门 科 学 的 对 
煞 ， 使 得 不 同 的 科学 方法 和 对 象 有 机 地 结合 起 来 。 按 缘 学 科 的 出 
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现 正 是 物质 运动 形式 相互 转化 的 反映 。 研 究 它 们 ， 不 但 对 和 腊 清楚 
各 门 科 学 的 一 般 关 系 十 分 重要 ， 而 且 对 于 深刻 揭示 每 种 物质 送 动 
形式 的 实质 ， 都 有 非常 重大 的 意义 。 

数学 在 向 外 部 领域 渗透 的 同时 ， 数 学 内 部 不 同 分 支 的 相互 渗 
选 也 空前 加 剧 ， 数 学 中 新 兴 综 合 学 科 与 内 部 交叉 学 科 不 断 涌现 。 
例如 ， 在 古典 拓 护 学 中 引进 抽 象 代 数 方 法 后 产生 了 现代 纯 释 数学 
的 核心 部 门 之 一 一 代数 拓扑 学 ， 流 形 上 的 所 何 、 抵 扑 与 微分 方 
程 欧 综合 研究 ， 形 成 了 一 门 新 分 支 " 大 范围 分 析 "。 确 定性 数学 
(数学 分 析 ) 与 随机 性 数学 (概率 论 ) 相 互 渗透 ， 从 而 产生 了 随机 微 
分 方程 、 随 机 积分 论 等 学 科 ， 至 于 不 同 数学 分 支 在 概念 、 方 法 上 
的 相互 渗透 就 更 为 普遍 了 。 现 代 偏 微 分 方程 论 广泛 借助 泛 函 分 
析 、 微 分 几何 与 拓扑 学 等 工具 ， 数 论 方法 在 数 什 分析、 数理 统计 
中 得 到 深刻 应 用 ， 代 数 几 何 学 在 概念 与 方法 上 与 数论 , 解析 几 
何 、 微 分 有 几何、 拓扑 学 、 代 数 群 论 等 众多 的 分 支 都 有 密切 联系 ， 
现代 数学 中 各 怕 很 难 找到 哪 一 门 分 支 完全 不 采用 其 它 部 门 的 方法 
与 成 果 了 。 

此 外 ， 现 代数 学 在 对 象 、 概 念 与 方法 的 扩张 、 渗 透 过 程 中 还 
产生 了 一 些 完全 新 新 的 分 支 。 如 用 数理 迎 辑 的 方法 对 经 典 数学 分 
析 ( 亦 称 标准 分 析 ) 的 基础 重新 考察 引出 了 “ 非 标 准 分 析 " 学 科 ， 用 
折 扑 学 的 方法 研究 不 连续 瑰 象 ， 产 生 了 案 变 理论 ， 用 集合 论 方法 
研究 模 灶 性 现象 ， 产 生 模 糊 性 数学 。 这 些 数 学 分 支 大 都 形成 了 本 
性 纪 60 年 代 后 ， 沿 处 在 初创 阶段， 它们 一 方面 需要 借助 于 其 它 
” 数学 分 支 的 概念 与 方法 ， 一 方面 在 数学 内 部 和 其 它 科 学 技术 领域 
有 广泛 应 用 ， 因 而 又 加 速 了 数学 科学 内 外 渗透 的 趋势 。 

数学 各 分 支 间 的 相互 渗透 ， 加 强 了 现代 数学 统一 化 与 整体 化 
的 倾向 ， 现 代数 学 分 支 越 分 越 细 ， 数 学 王国 的 领域 变 得 越 来 赵 大 
的 同时 ， 数 学 家 们 经 常 依据 数学 各 领域 闻 洪 在 的 共性 ， 提 出 统一 
数学 各 都 门 的 新 方案 ， 从 而 推动 数学 整体 化 的 趋势 ， 

4， 电子 计 红 机 与 数学 的 革命 

电子 计算 本 的 出 现 为 现代 数学 的 发 展 带 来 革命 性 的 变化 ， 它 
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对 数学 有 不 可 居 量 前 影响 。 册 于 现代 计算 机 要 大 地 提高 了 人 人们 的 
计算 能 力 。 百 前， 即使 是 一 合 中 型 的 计算 机 ， 也 能 将 人 的 计算 过 
度 提 高 约 6 个 数量 级 ， 这 桩 高 的 计算 速度 ， 放 热 引 起 数学 辣 究 在 
观念 与 方式 上 的 深刻 变革 ， 

和 贡 先 ， 计 算 锅 可 以 化 某 些 数学 定理 的 烦琐 而 复杂 的 证 明 。 饮 
如 , 囊 动 一 时 的 “四 色 定 理 ”* 的 证 明 ( 四 色 定 理 是 说 ， 如 果 有 公共 进 
界线 的 相 邻 两 国 丰 许 用 辐 一 种 颜色， 为 一 由 地 图 凑 双 至 多 四 种 颜 
冯 战 够 了 )。 四 名 问题 自 1852 年 提出 后 100 多 年 没有 解决 , 而 
1976 年 终于 被 美国 依 利 诺 大 学 的 两 位 数学 家 在 计算 机 上 解决 
了 ， 他 们 的 证 明 ， 一 共 花 费 了 1200 个 计算 机 工作 小 时 。 正 如 数 
学 界 评 论 的 那样 ， 这 项 工作 最 重要 的 意 多 ， 不 在 于 证 明了 四 色 定 
理 ， 而 在 于 运用 电子 计算 机 完成 了 这 作 人 没有 能 完成 的 事情 ， 世 
就 是 提供 了 用 计算 机 研究 数学 的 范例 。 又 如 我 国 匡 文俊 教授 用 计 
算 机 证 明 微 分 先 何 定理 等 。 计 算 机 通过 小 列 化 将 成 为 每 个 数学 家 
的 “ 奏 中 之 物 ”"， 就 可 以 人 悟 数 学 家 从 菏 些 烦 开 逻 缉 推 理 的 脑力 劳动 
中 解放 进来 ， 拒 聪明 智 正 用 到 创造 性 工作 上 上 去。 所 以 ,计算机 对 
现代 数学 研究 最 重大 的 有 影响， 也许 在 于 把 人 的 思维 化 作 机 械 的 算 
法 过 程 ， 直 接 用 计算 机 代替 人 脑 从 事 数 学 证 明 ， 也 就 是 所 谓 “ 机 
器 证 明 "。 把 人 类 的 洲 绎 思维 机 械 化 的 梦想 始 于 17 世纪 的 菜 布 尼 
芯 ， 和 但 只 有 高 速 电 于 计算 机 才 有 可 能 使 这 神 梦 想 变 为 现实 。 现 代 
机 只 证 明 的 研究 已 取得 令 人 坊 舞 的 进展 。 

其 次 ， 电 子 计 算 机 为 数学 家 进行 科学 实验 提供 了 一 个 有 态 工 
具 .。 计算 机 为 大 型 工程 技术 项 目的 设计 ， 提 供 了 选取 最 储 方 案 的 
巨大 可 能 性 。 这 就 是 我 们 今天 常常 听 到 的 关于 出 现 了 "电子 计算 
机 进行 设计 ”前 新 专业 这 一 说 法 。 现 代 工 程 技术 项 只， 往往 都 是 
投资 大， 周 其 长， 因此， 设计 方案 的 选择 就 最 得 十 分 关键 。 枫 
如 ， 我 国 油田 开发 某 区 时 ， 原 巨制 订 一 个 方案 ， 后 来 用 号 子 计算 
机 算 了 两 千 多 个 方案 ， 经 过 锯 选 ， 节 后 确定 了 一 个 最 佳 方 案 。 可 
见 ， 计 算 机 进行 科学 实验 的 潜力 是 相当 太 和 的。 又 如 美国 数学 家 乌 
控 ， 汶 了 探讨 非 线 性 微分 方程 蚌 立 子 解 ， 在 电 了 于 计算 和 上 进行 试 
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验 ， 首 先 在 电子 计算 各 的 荧光 屏 上 发 现 了 一 些 新 规律 。 

还 有 ， 计 算 和 机 迹 引 起 数学 中 离散 化 倾向 的 增长 ， 也 就 是 推动 
了 研究 离散 结构 的 数理 逻辑 、 图 论 、 组 合理 论 、 代 数 系统 以 及 进 
行 离散 数值 处 理 的 数值 分 析 等 学 科 的 发 展 。 计 算 各 的 使 用 还 极 大 
地 扩展 了 数学 应 用 的 范围 与 威力 。 最 后 ， 新 型 计算 机 的 设计 、 制 
造 以 及 使 用 也 疝 数学 本 身 提 出 各 种 新 的 课题 ， 促 进 了 数学 分 支 的 
发 展 。 

计算 机 可 以 促进 数学 研究 的 集体 化 ， 过 去 数学 家 的 传统 研究 
方式 蚌 单 干 。 计 算 机 普及 ， 可 将 数学 成 果 的 信息 迅速 存 取 ， 使 数 
学 工作 者 耳 陪 日 明 ， 还 可 以 把 各 个 数学 工作 者 的 各 种 探索 过 程 也 
存在 “集体 数据 库 " 中 ， 通 过 和 余 端 机 使 彼此 的 工作 相互 联系 ， 便 于 
取长补短 ， 效 得 更 多 科研 成 果 。 

总 之 ， 科 党 家 们 已 普遍 感到 计算 机 必 将 引起 数学 与 整个 科学 
技术 的 革命 。 计 算 机 作为 人 芒 的 延 体 ， 对 于 数学 势 将 成 为 与 显 微 
镜 之 于 生物 学 、 望 远 镜 之 于 天 文学 家 --- 样 强 有 力 的 工具 。 正 如 有 
的 数学 家 展望 的 那样 ; "计算机 正在 开 咯 一 个 数学 研究 的 新 时 代 "。 
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